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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность и степень разработанности темы исследования. Управля-
емый термоядерный синтез (далее УТС) – это способ получения энергии, который
в отличие от взрывного термоядерного синтеза, используемого в термоядерных
взрывных устройствах, носит управляемый характер. В экспериментах по УТС
повторяют схему инициализации горения DT-топлива в термоядерных зарядах,
используя излучения лазера вместо ядерного взрыва. В результате воздействия
лазерного излучения на поверхность DT-мишени оболочка мишени взрывается
(явление абляции) и наиболее горячая внешняя часть оболочки разлетается нару-
жу, а внутренняя холодная часть движется в направлении центра мишени в виде
сходящихся сферических ударных волн (радиационная имплозия). Из уравнения
ударной адиабаты известно, что водород можно сжать ударной волной (далее УВ)
приблизительно в четыре раза. Следовательно, для того чтобы сжать газ в 1000 раз
для инициализации «горения» DT-топлива необходимо воздействовать на мишень
серией из не менее пяти УВ.

Существует энергетически более выгодный способ зажигания термоядер-
ных реакций в мишени – это безударное сильное сжатие (далее БСС). Данный
способ инициализации «горения» DT-топлива до настоящего времени рассматри-
вался исключительно теоретически, и в расчетах предлагались различные кон-
фигурации мишеней для УТС с целью получения максимального коэффициента
усиления: одномерные конфигурации (сферически-, цилиндрически симметрич-
ные мишени), двумерные конфигурации (специальные призматические объемы),
трехмерные конфигурации (тетраэдры, конусы и т.д.).

Для постановки эксперимента по БСС мишени в рамках УТС необходи-
мо построение адекватных математических моделей двумерных или трехмерных
течений разрежения и сжатия, использующих аналитические решения соот-
ветствующих начально-краевых задач (далее НКЗ), что позволит исключить
в эксперименте факторы, препятствующие успешному «зажиганию» мишени.
Также это поможет предложить рекомендации по конкретным конфигурациям
мишеней для УТС.

Целью данного исследования является математическое описание куму-
ляции энергии при безударном сжатии двумерной мишени для термоядерного
синтеза путем построения локально-аналитического решения системы уравнений
газовой динамики (далее СУГД), описывающего двумерное течение в области раз-
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режения при разлете политропного газа в вакуум с косой стенки или при сжатии
в призматическом объеме, в пространстве физических автомодельных перемен-
ных ξ = x/t, η = y/t.

Для этого необходимо решить следующие задачи:
1. Построить в аналитическом виде локально-аналитическое решение

начально-краевой характеристической задачи Коши (далее ХЗК) стан-
дартного вида для СУГД, описывающей при t > 0 разлет политропного
газа в вакуум на косой стенке, а при t < 0 сильное сжатие призматическо-
го объема газа в пространстве физических автомодельных переменных
ξ = x/t, η = y/t в общем несогласованном случае, когда нет алгебра-
ической связи между показателем политропы γ и углом наклона косой
стенки 0 < α < π/2.

2. Для построенного решения исходной НКЗ выполнить газодинамический
анализ свойств течений разрежения и сжатия газа в области двойной вол-
ны (далее ДВ) в согласованном и несогласованном случаях. Определить
границы области существования двумерного течения и значения газоди-
намических параметров внутри нее для различных значений γ и α при
разлете газа в вакуум с косой стенки. Построить критерий, при выпол-
нении которого течение сжатия в области ДВ будет безударным. Дать
математическое описание явления градиентной катастрофы в течении
сжатия для различных значений γ и α, которое описывается построен-
ным решением в квазисогласованном приближении.

3. Применить построенное локально-аналитическое решение ХЗК стан-
дартного вида для СУГД, описывающей разлет газа в вакуум на косой
стенке в согласованном случае, к описанию сжатия газа, находящегося
в специальном призматическом объеме для двух вариантов газодинами-
ческого воздействия на мишень, используемых в физических экспери-
ментах. Построить законы движения проницаемых или непроницаемых
поршней в области ДВ, сжимающих газ в специальном призматиче-
ском объеме, и определить параметры кумуляции газа в ДВ. Предложить
рекомендации по конфигурации мишеней для УТС с максимально воз-
можным коэффициентом усиления.
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Научная новизна результатов диссертационной работы сводится к следу-
ющим положениям:

1. Впервые построено локально-аналитическое решение начально-краевой
задачи о разлете политропного газа в вакуум на косой стенке при t > 0 в
общем несогласованном случае, когда нет алгебраической связи между γ
и α, в виде ряда по степеням ϑ, где ϑ – известная функция автомодельных
переменных ξ = x/t, η = y/t. Впервые определена область абсолютной
сходимости построенного решения.

2. Впервые построен критерий для определения значений γ, для которых
решение транспортного уравнения для коэффициента c1(ξ) можно по-
строить в явном виде для любых значений 0 < α < π/2. Впервые
транспортное уравнение для коэффициента c1(ξ) проинтегрировано в яв-
ном виде для значений γ = 5/3, γ = 2, γ = 5/2.

3. Впервые определена конфигурация течения разрежения в области двой-
ной волны в несогласованном случае для квазисогласованного прибли-
жения в зависимости от значений γ и α.

4. В интерпретации решения на сжатие в квазисогласованном приближе-
нии впервые определен критерий возникновения в течении градиентной
катастрофы в зависимости от значений γ и α. Впервые показано, что
для рассматриваемой двумерной мишени в несогласованном случае ре-
жим безударного сильного сжатия ограничен критическим значением
скорости звука, определяемой из построенного критерия, при достиже-
нии которой режим течения сжатия переходит в ударную волну.

5. Впервые построены законы движения проницаемых и непроницае-
мых поршней, сжимающих водород в специальном призматическом
объеме с косой стенкой, с использованием построенного локально-
аналитического решения исходной НКЗ в согласованном случае,
определены параметры кумуляции газа и мощности энерговложения
в мишень.

Теоретическая значимость работы. Исследование дополняет и развивает
теоретические результаты по вопросам безударного сильного сжатия специаль-
ных призматических объемов.

Практическая значимость работы. На основании построенных локально-
аналитических решений, описывающих сжатие политропного газа в специальном
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призматическом объеме, и анализа их газодинамических характеристик даны ре-
комендации по конкретным конфигурациям мишеней для УТС.

Методология и методы диссертационного исследования. Локально-
аналитические решения поставленных задач получены в рамках гипотез и
ограничений классической теории газовой динамики через представление ис-
комого решения в виде ряда по степеням независимых переменных. Неизвестные
коэффициенты в разложении искомых функций (газодинамических параметров)
в степенные ряды найдены как решения специальных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Положения, выносимые на защиту:
1. Конфигурация течения в области ДВ при разлете газа в вакуум замкнута

и ограничена косой стенкой, звуковой характеристикой и границей газ
вакуум.

2. В согласованном случае все три границы суть прямые линии. В несогла-
сованном случае звуковая характеристика в зависимости от значения α и
γ либо выпукла (tg2 α < β), либо вогнута (tg2 α > β).

3. В несогласованном случае положение звуковой характеристики и гра-
ницы газ-вакуум при приближении к вакууму (c0 → 0) стремится к
положению этих кривых в согласованном случае.

4. В несогласованном случае (tg2 α ̸= β) в теченииДВ сжатия при достиже-
нии критической скорости звука c∗0 (t∗ < 0) на звуковой характеристике
возникает градиентная катастрофа, переходящая в УВ.

5. Зависимость критической скорости звука c∗0 от значения α и γ – критерий
возникновения в течении сжатия градиентной катастрофы.

6. Градиентная катастрофа вызвана ”несогласованным”перетеканием газа
из области ДВ в область плоской волны из-за большего значения скоро-
сти звука в области ДВ.

7. При увеличении количества граней мишени, представляющей в попереч-
ном сечении правильный n-угольник (n≫ 1), режим течения сжатия не
зависит от внешнего воздействия и представляет собой сходящуюся УВ.

8. При сжатии специального призматического объема непроницаемым
поршнем в течении ДВ возникает область локальной кумуляции, где
давление газа на порядок больше, чем в плоском течении.

9. При уменьшении начального угла наклона непроницаемого поршня к ко-
сой стенке степень локальной кумуляции увеличивается.
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10. При сжатии мишени проницаемым поршнем область локальной кумуля-
ции не возникает. Сжатие мишени непроницаемым поршнем энергети-
чески более выгодно приблизительно на порядок.

Степень достоверности результатов, полученных в настоящем иссле-
довании, обеспечивается корректным использованием аппарата математической
теории, описывающей течения политропного газа, численных методов решения
задач газовой динамики, методов решения краевых задач математической физики
и корректным сравнением частных случаев полученных аналитических решений
с аналитическими, численными и экспериментальными результатами других ав-
торов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на сле-
дующих конференциях:

1. Международная конференция «Лаврентьевские чтения по математике,
механике и физике» (Новосибирск, Россия, 2020).

2. Международная конференция «Забабахинские научные чтения» (Сне-
жинск, Россия, 2021, 2023, 2025).

3. Международная конференция «Лазерные, плазменные исследования и
технологии» (Москва, Россия, 2021, 2022, 2024).

4. Международный симпозиум «Неравновесные процессы в сплошных сре-
дах – 2024» (Пермь, Россия, 2024).

5. XVIII Международная конференция «Механика, ресурс и диагностика
материалов» (Екатеринбург, Россия, 2024).

6. XIII Всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике
(Санкт-Петербург, Россия, 2023).

7. Всероссийская конференция «Пермские гидродинамические научные
чтения» (Пермь, Россия, 2022).

8. Всероссийская научно-практическая конференция «Научная сессия
НИЯУМИФИ» по направлению «Инновационные ядерные технологии»
(Снежинск, Россия, 2019, 2020, 2022, 2023, 2024, 2025).

9. Всероссийская конференция молодых ученых-механиков (Сочи, Россия,
2020).

Результаты исследований также были представлены на научных семинарах:
1. Научный семинар Института механики сплошных сред УрО РАН,

г. Пермь, председатели д.ф.-м.н., проф. П. Г. Фрик и д.ф.-м.н., проф.
Т. П. Любимова.
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2. Научный семинар СФТИНИЯУМИФИ «Дифференциальные уравнения
и их приложения», г. Снежинск, председатель д.ф.-м.н., проф. С.П. Бау-
тин.

Личный вклад автора. Автором диссертации лично в полном объеме вы-
полнены все выкладки для построения локально-аналитических решений СУГД
в постановке, предложенной научным руководителем. Автором диссертации на-
писан код программ для построения поверхности проницаемых и непроницаемых
поршней, сжимающих специальный призматический объем, и газодинамического
исследования двумерных течений разрежения и сжатия.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 25 пе-
чатных изданиях, в том числе 5 работах, изданных в журналах рекомендуемых
ВАК и индексируемых MathSciNet, zbMATH, Web of Science, Scopus , 20 работ
в тезисах докладов конференций. Зарегистрированы 3 программы для ЭВМ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав, за-
ключения и 1 приложения. Полный объем диссертации составляет 155 страниц,
включая 36 рисунков и 1 таблицу. Список литературы содержит 109 наимено-
ваний.
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ГЛАВА 1. ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР ИСТОЧНИКОВ, ПОСВЯЩЕННЫХ
ИССЛЕДОВАНИЯМ ЗАДАЧ СИЛЬНОГО БЕЗУДАРНОГО СЖАТИЯ ГАЗА

В настоящее время в мире ведутся интенсивные исследования в области
управляемого термоядерного синтеза (далее УТС) – это способ получения энер-
гии, который в отличие от взрывного термоядерного синтеза, используемого в
термоядерных взрывных устройствах, носит управляемый характер. В качестве
топлива используются легкие ядра (изотопы водорода, гелия, лития), которые в
результате инициирующего воздействия сливаются с выделением энергии боль-
шей, чем вложено в мишень. Перспективность данного научного направления
связана с тем, что при успешной реализации УТС человечество получает неис-
черпаемый источник относительно дешевой энергии [1––3].

Одним из широко развиваемых экспериментальных направлений УТС яв-
ляется инерциальный управляемый термоядерный синтез (далее ИУТС). Все
физические эксперименты по ИУТС можно разделить по способу воздействия
на сферически симметричную DT-мишень: воздействие лазерным излучением
различной структуры, т.е. заданным внешним давлением; потоком заряженных
частиц (ионные пучки), т.е. движением сжимающего непроницаемого поршня.

Способ внешнего воздействия на мишень заданным внешним давлением
лазерного излучения используется в установке NIF (см. рис. 1.1а), находящей-
ся в LLNL (California, USA), и установке «Искра-5» (см. рис. 1.1б), находящейся
во РФЯЦ-ВНИИЭФ (г. Саров, Россия). Результаты масштабных экспериментов в
этой области с использованием данных установок описаны в следующих публи-
кациях: [4––11] – установка NIF и [12––18] – установка «Искра-5» .

Данный вариант реализации ИУТС получил отдельное название – лазер-
ный управляемый термоядерный синтез. В результате воздействия лазерного
излучения на поверхность DT-мишени (см. рис. 1.2) оболочка мишени испаря-
ется (явление абляции) и наиболее горячая внешняя часть оболочки (корона)
разлетается наружу, а внутренняя холодная часть движется в направлении цен-
тра мишени в виде сходящихся сферических ударных волн, сжимая DT-топливо
(радиационная имплозия). Таким образом пытаются сжать материал мишени до
порога реакций синтеза – температуры плазмы порядка 108 К. Данный способ по
сути повторяет реализацию «горения» легких ядер в термоядерной бомбе, где за-
жигание термоядерных реакций осуществляется ядерным взрывом.
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(а) (б)
Рисунок 1.1 – Установки для реализации ЛТС: (а) NIF в LLNL (California, USA),

(б) установка «Искра-5» в РФЯЦ–ВНИИЭФ (г. Саров, Россия)

Рисунок 1.2 – Разлет оболочки DT-мишени в результате воздействия лазерного
излучения с оболочкой мишени в инерциальном термоядерном синтезе

В установке NIF импульс 192 лазеров направляется в капсулу (полый
золотой цилиндр) с шаровой мишенью из DT-льда (см. рис. 1.3), которая назы-
вается хольраум (hohlraum), чьи стенки пребывают в радиационном равновесии
с полостью. Общая энергия пучков составляет около 1,8 МДж. В результате
взаимодействия лазерного излучения с поверхностью хольраума энергия лазера
конвертируется в мягкое рентгеновское излучение, которое фокусируется на ша-
ровую DT-мишень (схема переноса энергии в хольрауме представлена на рис. 1.3
из работы [19]). При должном нагреве капсула схлопывается (имплозия) внутрь
DT-слоя.

В эксперименте на установке NIF 5 декабря 2022 года (см. работу [19]) в
результате термоядерной имплозии методом непрямого сжатия удалось получить
коэффициент усиления мишени Gtarget = 1.5 (см. рис. 1.4).



14

Рисунок 1.3 – Конструкция хольраума и DT-мишени в эксперименте LLNL на
установке NIF по материалам [19]. Слева: схематическое изображение мишени
и конфигурации лазера, включая хольраум. Внизу справа: конфигурация капсулы
из углерода высокой плотности и топлива на основе дейтерия и трития. Вверху
справа: зависимость общей мощности лазера и температуры излучения Tr от вре-
мени. Для эксперимента N221204 (красная линия) по сравнению с экспериментом
N210808 (черная линия) толщина капсулы из углерода высокой плотности была

увеличена на 7 %, а энергия лазера – на 7,9 %

Успешная реализация зажигания DT-мишени в установках типа NIF или
«Искра-5» ограничена двумя основными факторами. Во-первых, из уравнения
ударной адиабаты (кривая Γ на рис. 1.5а) известно, что водород можно сжать
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Рисунок 1.4 – Зависимость коэффициента усиления мишени от календарной даты
(по материалам [19]). По горизонтали указано начало каждого года. Цвет узких
полос коэффициента усиления мишени соответствует различным схемам импло-
зии, а пунктирная горизонтальная линия соответствует коэффициенту усиления
мишени, равному 1, в соответствии с критериями воспламенения Национальной

академии наук США [20]

ударной волной приблизительно в четыре раза

ρ∗
ρ0

=
γ + 1

γ − 1

∣∣∣∣
γ=5/3

= 4.

Следовательно, для того чтобы сжать газ в 1000 раз для инициализации «го-
рения» DT-топлива необходимо воздействовать на мишень серией из не менее
пяти ударных волн (кривые Γ1, Γ2, Γ3 и т.д. на рис. 1.5б).

Во-вторых, возникновением гидродинамической неустойчивости, вызван-
ной (см., например, [18]), в том числе, характером воздействия на мишень.
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(а) (б)
Рисунок 1.5 – График адиабаты Гюгонио (а). Серия последовательных ударных

волн для сжатия DT-мишени (б)

Гидродинамическая неустойчивость, возникающая внутри области сжатия
в результате воздействия излучения на мишень, приводит к образованию на кап-
суле пальчикообразных выступов (см. рис. 1.6), в связи с чем достичь успеха в
подобных экспериментах долго не удавалось [4––11].

Рисунок 1.6 – Вид DT-мишени в момент сжатия рентгеновским излучением

Существует более энергетически выгодный способ инициализации «горе-
ния» термоядерного топлива в мишени – это безударное сжатие. Данный способ
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теоретически позволит увеличить коэффициент усиления мишени Gtarget, в срав-
нении с «ударным» вариантом воздействия на мишень (кривая Π на рис. 1.5б), и
уменьшить влияние гидродинамической неустойчивости на течения сжатия.

Для постановки эксперимента по безударному сильному сжатию мише-
ни в рамках УТС необходимо построение адекватных математических моделей
двумерных и трехмерных течений разрежения и сжатия, использующих ана-
литические решения соответствующих начально-краевых задач, что позволит
исключить в эксперименте факторы, препятствующие успешному «зажиганию»
мишени. Также это поможет предложить рекомендации по конкретным конфигу-
рациям мишеней для УТС.

Считается, что математическое описание сильного сжатия в рамках моде-
ли газовой динамики для идеального политропного газа позволяет определить
основные закономерности и дать некоторые рекомендации для конструкции кон-
кретных мишеней и процессов их обжатия [21; 22].

Удобство работы с этой математической моделью (газовая динамика)
обусловлено следующими свойствами идеального газа как сплошной среды.
Идеальный политропный газ с точки зрения термодинамики является двухпа-
раметрической средой. Отсюда при выборе двух параметров, описывающих
свойства сплошной среды, например плотность ρ и показатель политропы газа γ,
остальные параметры выражаются через них с помощью УРС

p = A2(S)ργ/γ, p = ρT,

т.е. при постоянной энтропии (A2(S) = 1) температура есть функция от плот-
ности

T = ργ−1.

Во-вторых, в газовой динамике часто используют модель идеального газа
при разных значениях показателя γ:

1. для воздуха γ = 1.4;
2. для водорода γ = 5/3;
3. для воды γ = 7;
4. для мелкой воды γ = 2;
5. для продуктов взрыва γ = 3.
При этом значение γ не связано с числом степеней свободы, зависящим от

числа пространственных переменных, отсюда моделью газовой динамики (УРС и
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СУГД) можно пользоваться при описании одно-, дву- и трехмерных течений при
произвольном значении γ.

Начало аналитическим исследованиям свойств решений уравнений газовой
динамики, в том числе описанию явления градиентной катастрофы, было положе-
но в работах Римана [23; 24], Гюгонио [25] и лорда Рэлея [26]. В XX веке данное
научное направление получило мощный толчок к развитию благодаря разработке
в США и СССР ядерных, а затем и термоядерных зарядов, где энергия ядерного
взрыва вкладывается в виде ударной волны в DT-мишень [27; 28].

Еще в 50-е годы прошлого века стало понятно, что вложение энергии в
мишень необходимо осуществлять безударным способом [28––30], то есть без
образования ударной волны. БСС – это течение, при котором все вещество рас-
сматриваемой области за характерное время коллапсирует в одной точке или
плоскости, искомые течения идеального газа могут отделяться друг от друга толь-
ко слабыми разрывами без образования сильного разрыва (ударной волны). В
таких течениях сохраняется энтропия, поэтому процесс, несмотря на формальную
неограниченность требующейся энергии, является наиболее экономным [31].

К настоящему времени различными авторами получены четыре точных
решения СУГД, описывающих процесс безударного сильного сжатия объемов
первоначально однородного и покоящегося газа:

1. Простая центрированная волна Б. Римана, описывающая сжатие од-
номерного плоско-симметричного слоя до бесконечной плотности. По-
дробное описание безударного сильного сжатия плоского однородного
слоя газа, первоначально находящегося в покое, приведено в книгах
Л. B. Овсянникова [29] и С.П. Баутина [32];

2. Автомодельные решения Л.И. Седова, описывающие сжатие одномер-
ных объемов газа со сферической или цилиндрической симметрией [33].
Автомодельные решения Л.И. Седова интерпретированы на задачу без-
ударного сильного сжатия в работах И. Е. Забабахина и В.А. Симоненко
[34], Я.М. Каждана [35––37], А. Н. Крайко, Н.И. Тилляевой [38];

3. Двумерное решение В.А. Сучкова, описывающее сжатие призмы при
согласованных значениях показателя γ и угла призмы. Это решение
предложено в работе В.А. Сучкова [39] для задачи об истечении газа
в вакуум с косой стенки и интерпретировано для описания безударного
сильного сжатия специальных призм А.Ф. Сидоровым [40];
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4. Трехмерное решение А.Ф. Сидорова, описывающее сжатие многогран-
ника при согласованных значениях показателя γ и двугранных углов.
Это решение предложено в работе [41] для задачи об истечении газа из
трехгранного угла, а затем в работе [40] интерпретировано для описания
безударного сильного сжатия специальных многогранников.

В работах [40––45] А.Ф. Сидоровым и О. Б. Хайрулиной описано построе-
ние процессов безударного сжатия газа, находящегося внутри призм и тетраэдров
специальных форм (специальные случаи согласованного истечения и сжатия га-
за). Невыполнение условия согласования ведет к возникновению особенностей и
даже УВ, что доказано С .П. Баутиным [46].

Природа неустойчивости течений сжатия может быть вызвана несиммет-
ричностью воздействия, и, как следствие, наблюдается возникновение двух-,
трехмерных течений в мишени. С другой стороны, рядом авторов в работах [1;
21; 34; 47] было показано, что при сжатии таких конструкций, как конус, тетра-
эдр, призма, можно достичь большей кумуляции, чем при сжатии одномерных
конструкций. В связи с этим интересна задача об истечении газа в вакуум с ко-
сой стенки, так как ее решение можно использовать при описании безударного
сжатия специального призматического объема газа.

В 1963 году В.А. Сучков опубликовал работу «Истечение в вакуум на ко-
сой стенке» [39]. В ней построено частное точное решение СУГД, описывающее
двумерное течение газа (ДВ) при выполнении конкретного соотношения между γ
– показателем политропы газа и тангенсом угла α наклона косой стенки

tg2 α =
γ + 1

3− γ
.

Для построения аналитического решения, описывающего данное двумерное
течение, использовался математический аппарат, который приводит к сложного
вида дифференциальным уравнениям, что дает возможность построить только
частные решения рассматриваемых начально-краевых задач.

Метод решения задачи состоит в том, что исходная СУГД
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ct + ucx + vcy + κc (ux + vy) = 0,

ut + uux + vuy +
c

κ
cx = 0,

vt + uvx + vvy +
c

κ
cy = 0,

c|C+ = c0, u|C+ = u0, v|C+ = 0,

v|y=x tgα = u tgα|y=x tgα , κ =
γ − 1

2

(1.1)

сводилась к одному дифференциальному уравнению для функции Φ = Φ (t,x,y)

– потенциала скорости газа в двумерном случае, где u = Φx, v = Φy, u, v – ком-
поненты вектора скорости газа V в декартовой системе координат. Этот прием
традиционно использовался для аналогичных задач с целью уменьшения объема
выкладок (например, см. [46; 48]).

Таким образом, исходная СУГД преобразовывалась к уравнению вида

Φtt+

+2
2∑

i=1

[
Φxi

Φxit +
1

2

2∑
k=1

(1− δik) Φxi
Φxk

Φxixk
− 1

2

(
c2 − Φ2

xi

)
Φxixi

]
= 0,

c2 = (γ − 1)

[
M − Φt −

1

2

(
Φ2

x1
+ Φ2

x2

)]
, M = const .

(1.2)

Чтобы описать разлет газа в вакуум, в качестве независимых переменных
выбирают

t, u1 = Φx1
, u2 = Φx2

,

а далее с помощью преобразования Лежандра

Ψ(t,u1,u2) = x1u1 + x2u2 − Φ (t,x1,x2) +Mt (1.3)

делается переход к новой неизвестной функции Ψ(t,u1,u2). Уравнение для
Ψ(t,u1,u2) строится из (1.2) с учетом (1.3) и введенных обозначений u = u1,
v = u2

Ψtt

(
ΨuuΨvv −Ψ2

uv

)
+
[
c2 − (Ψut − u)2

]
Ψvv + 2 (Ψut − u) (Ψvt − v)Ψuv +

+
[
c2 − (Ψvt − v)2

]
Ψuu = 0, c2 = 2κ

(
Ψt −

1

2

(
u2 + v2

))
.
(1.4)

НУ и ГУ задачи (1.1), записанные для функции Ψ(t,u,v), имеют вид

Ψ(t,u,v)|v=0 = t

{
u2

2
+

κ
2

[
c0 +

u

κ

]2}
, c0 = const > 0, (1.5)
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Ψv (t,u,v)|v=u tgα = Ψu (t,u,v) tgα|v=u tgα . (1.6)

Решение задачи (1.4)–(1.6) строится в пространстве годографа u, v в виде ря-
да по степеням v. Для нахождения значений газодинамических параметров c, u, v
в пространстве физических переменных t, x, y необходимо выполнять обратное
преобразование Лежандра (1.3), что в общем несогласованном случае сделать в
явном виде затруднительно.

В следующих по хронологии работах А.Ф. Сидорова [40––42; 49] показана
связь между задачами сжатия конкретных мишеней и соответствующего исте-
чения газа в вакуум. Так, двумерное истечение газа в вакуум с косой стенки в
работе [41] было интерпретировано для описания сильного сжатия газа, заполня-
ющего специальный призматический объем, и была установлена принципиально
большая степень кумуляции газа, чем при неограниченном сжатии плоских, ци-
линдрических и сферических объемов газа.

Так, для случая сферического сжатия [40] значение параметра ν равно

ν1 ∼ (−τ)−6(γ−2)/(3γ−1) , τ ∈ [−1, 0) ,

а для случая конического сжатия ν равно

ν2 ∼ (−τ)−6(γ−2)/(γ+1) ,

здесь ν = E/ρ – величина, характеризующая экономичность процесса сжатия
для получения больших плотностей.

Функция ν → 0 при τ → −0, если 1 < γ < 2, тогда

ν2 ∼ ν
(3γ−1)/(γ+1)
1 ,

отсюда 3γ − 1 > γ + 1 для указанного диапазона γ.
Таким образом, рассмотренный процесс конической кумуляции в идеаль-

ном газе оказывается энергетически более экономичным и при этом обеспечивает
более высокую степень кумуляции.

С.П. Баутиным и С. Л. Дерябиным в работе [50, с. 196 –– 214] в простран-
стве специальных независимых переменных рассмотрена задача об истечении
газа в вакуум при произвольном значении угла α : 0 < α <

π

2
– наклона косой

стенки, не связанном со значением γ. Доказано существование и единственность
локально-аналитических решений соответствующих начально-краевых задач. В
случае общих течений связь задач об истечении газа в вакуум и задач о неограни-
ченном сжатии газа в конечный момент времени установлена С.П. Баутиным [46].
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Все указанные исследования двумерных течений сжатия выполнялись в
пространстве специальных функций, и построенные решения соответствующих
НКЗ записать в явном виде через переменные физического пространства-времени
(t, x, y) возможно только в частных (согласованных) случаях. Для практического
использования решений СУГД, описывающих движение газа при сильном сжа-
тии в двойной волне, необходимо построить решение соответствующей НКЗ в
пространстве физических автомодельных переменных. Для этого необходимо
непосредственно строить решение СУГД, сводя ее к ХЗК стандартного вида, а
не искать решение для функции потенциала Ψ(t, u, v). В настоящей работе изла-
гаются исследования ДВ разрежения и сжатия в «задаче об угле» на основании
построенного автомодельного решения СУГД – U = (c, u, v) в пространстве пе-
ременных (t, x, y) в общем несогласованном случае.

Параллельно построению локально-аналитический решений, описываю-
щих режим течения БСС в одно-, двух- и трехмерной геометрии [32; 51––62], раз-
рабатывались на основе полученных решений специальные мишени [31; 63––70]
для постановки эксперимента поУТС. При этом в выборе конфигурации мишеней
для УТС учитывалось разделение течения сжатия на области покоя, одно-, двух-,
трехмерных течений, а также тот факт, что между этими областями существу-
ет переток газа. Таким образом, интегральный (для всей мишени) коэффициент
усиления Gtarget будет зависеть от начальной конфигурации мишени, а также от
степени локальной кумуляции и доли массы газа, находящейся в области локаль-
ной кумуляции.

Из результатов моделирования плоско-, цилиндрически-, сферически-
симметричных течений сжатия, приведенных в работах [32; 46; 59; 71––73],
можно сделать следующие выводы:

1. Течение сжатия описывается простой волной Римана для случая
плоско-симметричной области, и обобщенной волной Римана для
цилиндрически-, сферически-симметричной области сжатия;

2. Сжатие плоско-, цилиндрически-, сферически-симметричного слоя иде-
ального газа с помощью двух непроницаемых поршней дает большую
степень кумуляции, чем сжатие газа одним поршнем (конфигурация Ми-
зеса, сжатие «из покоя в покой»).

Далее приведен обзор вариантов конфигурации мишеней капсул, которые
могут быть использоваться в экспериментах по ЛТС и являются результатом ма-
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тематического моделирования сильного сжатия идеального газа, представленного
в работах [1; 32; 46; 59; 71––73; 82––84; 74; 90––92].

Один из вариантов мишени, который прорабатывался в работах [31; 63––70],
где реализуется первый способ воздействия (сжатие непроницаемым поршнем),
представлен на рис. 1.7. Здесь энергия (ток тяжелых ионизированных частиц)
вкладывается в бериллий, который, расширяясь, давит на золотой цилиндр, а
последний как непроницаемый поршень воздействует на DT-мишень. Экспери-
ментов с мишенями данного типа не проводилось.

Рисунок 1.7 – Цилиндрическая мишень для реализации УТС, когда газ сжимается
движением непроницаемого поршня (воздействие на мишень пучка ионов)

Однако капсула в виде шара или цилиндра эффективна, только когда внеш-
нее воздействие имеет свойство самосимметризации. Именно это имеет место
при схождении к центру или к оси симметрии детонационных волн при ядер-
ном взрыве. Если нет самосимметризации внешнего воздействия, то амплитуды
неоднородностей, имеющихся на границе капсулы, не убывают в процессе сжа-
тия, но при этом размеры капсулы уменьшаются. Следовательно, отношение этих
величин растет. Это и есть простейшее проявление неустойчивости фокусирую-
щихся течений сжатия. Математическое моделирование процессов сферического
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и цилиндрического сжатия сплошной среды подтверждает это как в случае фо-
кусировки ударной волны [75], так и при фокусировке течений со слабыми
разрывами [32; 46; 59].

Решение этой проблемы, возможно, состоит в том, чтобы использовать та-
кие конфигурации капсул, у которых при уменьшении их размеров не стремились
бы к нулю радиусы кривизны поверхностей, разделяющих капсулу и область
внешнего воздействия. Такими капсулами являются, например, тетраэдр или тре-
угольная призма [1; 74], у которых внешние грани вогнуты к центру тетраэдра
или к оси симметрии призмы (см. рис. 1.8).

Рисунок 1.8 – Возможные конфигурации капсул

Помимо бо́льшей устойчивости течений сжатия для таких капсул особой
спецификой является то, что в угловых областях течений имеет место большое
увеличение давления. Ранее это было подтверждено как установлением асимпто-
тик процесса такого сжатия [41], так и доказательством существования составных
изэнтропических течений для соответствующих начально-краевых задач [46; 59].

Капсулы с такими конфигурациями также можно покрывать слоем золота
для снижения неоднородности внешнего воздействия. При этом в случае, когда
радиус золотой оболочки будет убывать в процессе сжатия (как, например, в
конфигурации, предложенной в [31]), то это приведет к нарушению симметрии
оболочки, поскольку одна и та же масса оболочки должна будет входить во все
меньший объем. А в случае, когда поверхность оболочки вогнута к центру или
к оси симметрии капсулы, то в процессе сжатия капсулы «лишние» объемы обо-
лочки будут складываться вне капсулы (см. рис. 1.9).

При наличии перетока газа из области ЦВ в область ДВ и ограничен-
ности времени работы мишени наличием особенности течения в области ДВ
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Рисунок 1.9 – Поведение оболочки в процессе сжатия капсулы

необходимо увеличить степень кумуляции газа в области ЦВ за счет изменения
конфигурации течения (конфигурация Мизеса, сжатие «из покоя в покой»). Для
этого необходимо помещать в центр тетраэдрной капсулы (см. рис. 1.10) или на
ось симметрии призматической капсулы твердый сердечник, повторяющий гео-
метрию капсулы и имеющий соответствующий размер.

Рисунок 1.10 – Капсула с сердечником

Главный смысл этой рекомендации: возникающее отражение сжимаемой
среды от сердечника будет, во-первых, повышать плотность среды, а, во-вторых,
для получение соответствующих степеней сжатия потребуется меньший внеш-
ний энергетический вклад.

Эти выводы следуют из результатов работ [71––73], в которых численно
смоделирован безударный переход однородного покоящегося газа под действием
сжимающего поршня также в однородное покоящееся состояние, но с бо́льшим
значением плотности – переход «из покоя в покой». В частности, в этих работах
установлено, что при данном способе сжатия газа значение энергии, затраченной
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движущимся поршнем на сжатие газа, меньше, чем при других способах сжатия,
при этом время воздействия чуть больше.

На рис. 1.11 показана область определения составного течения при переходе
газа «из покоя в покой». Здесь прямая AD – неподвижная стенка, выполняющая
роль сердечника, отражающего течение, порожденное движением сжимающего-
ся поршня; линия GE – траектория движения сжимающего поршня; линии GB,
BFE, FC, EC – звуковые характеристики непрерывного составного течения
сжатия. Цифрами 0–4 помечены разные области составного течения, причем в
областях с номерами ноль и четыре находится однородный покоящийся газ с на-
чальной и итоговой плотностями соответственно. В точкеE имеется особенность
течения, аналогичная особенности в плоской центрированной волне. На рис. 1.12а

Рисунок 1.11 – Область построения течений в задаче сжатия «из покоя в покой»

приведено поведение с течением времени плотности газа на сжимающем поршне,
а также распределение плотности сжатого газа в финальный момент сжатия t = t∗

в четвертой области течения (см. рис. 1.11). Особенность течения в точке E пере-
дает разрыв плотности газа в этой точке: на поршне плотность строго меньше, чем
плотность сжатого газа. На рис. 1.12б приведена зависимость от времени работы,
произведенной сжимающим поршнем при переходе «из покоя в покой».

В результате решения задачи о «сжатии угла» в общем несогласован-
ном случае в пространстве физических автомодельных экспериментов будет
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(а)

t∗

t

Ep

(б)
Рисунок 1.12 – Поведение плотности на сжимающем поршне и распределение
плотности в финальный момент сжатия «из покоя в покой» (а). Зависимость от

времени работы, производимой сжимающим поршнем (б)

возможность предложить для эксперимента по УТС мишень, альтернативную
предложенным.
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ГЛАВА 2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ИСТЕЧЕНИЯ
ПОЛИТРОПНОГО ГАЗА В ВАКУУМ НА КОСОЙ СТЕНКЕ

2.1 Постановка задачи об истечении газа в вакуум с косой стенки

Рассмотрим газ, покоящийся в клиновидной области плоскости xOy, огра-
ниченной двумя прямыми непроницаемыми стенками: прямая OB на рис. 2.1а,
задаваемая уравнением x = 0 при y ⩾ 0, и прямая косая стенка OF на рис. 2.1а,
задаваемая уравнением y = x tgα. Скорость звука c в покоящемся газе равна
единице.

В момент времени t = 0 вертикальную стенку OB мгновенно убирают,
после чего начинается движение газа из области покоя (помечено цифрой 0 на
рис. 2.1) в область вакуума (помечено цифрой 3 на рис. 2.1) вдоль косой стен-
ки OF . Данное движение будем называть истечением газа в вакуум вдоль косой
стенки.

Течение в области волны разрежения имеет сложный характер. Для его адек-
ватного описания используется СУГД [29; 32; 56]

ρt +V · ∇ρ+ ρ divV = 0,

Vt + (V · ∇)V +
1

ρ
∇p = 0,

st +V · ∇s = 0

(2.1)

совместно с уравнением состояния для идеального политропного газа

p =
A2(S)ργ

γ
. (2.2)

В соотношениях (2.1), (2.2) уравнения записаны для независимых пере-
менных t, x, y, обозначающих соответственно время и декартовы координаты в
двумерном пространстве; V = {u, v} – вектор скорости газа; s = A(S) – эн-
тропийная функция.

Система (2.1) – квазилинейная система дифференциальных уравнений с
частными производными, где все производные входят в (2.1) линейно, а коэффи-
циенты перед производными зависят от искомых функций.

Введем новую искомую функцию взамен плотности

σ = ρ(γ−1)/2. (2.3)
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0 – область покоящегося газа; 1 – область течения в виде ЦВ; 2 – область течения

в виде ДВ; 3 – область вакуума
Рисунок 2.1 – Конфигурация потока в момент t = 0 (а) и в момент t > 0 (б)

Функция σ связана с энтропийной функцией s и скоростью звука в среде c
через следующее соотношение

c = sσ. (2.4)

Для изэнтропического течения (s = const) значение функции c совпадает
со значением функции σ, то есть c = σ. Перепишем (2.1) с учетом (2.3) для новых
искомых функций σ, V и s [29; 32; 56]

σt +V · ∇σ +
γ − 1

2
σ divV = 0,

Vt + (V · ∇)V +
2

γ
σ2s∇s+ 2

γ − 1
σs2∇σ = 0,

st +V · ∇s = 0.

(2.5)
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Далее будут рассматриваться только изэнтропические течения, поэтому си-
стема (2.5) с учетом соотношения (2.4) приводится к следующему виду [32; 46;
56] для искомых функций c, u, v в пространстве переменных t, x, y

ct + ucx + vcy + κc (ux + vy) = 0,

ut + uux + vuy +
c

κ
cx = 0,

vt + uvx + vvy +
c

κ
cy = 0.

(2.6)

Все переменные в системе (2.6) стандартным образом сделаны безразмер-
ными с использованием конкретных значений размерных масштабных значений:
t00 – времени, x00 – расстояния, u00 – скорости, ρ00 – плотности. При этом по-
ложено, что

t00 =
x00
u00

, u00 = c00, c00 = ρ
(γ−1)/2
00 .

Для системы (2.6) сделаем замену независимых переменных [82; 93––96]

τ = t, ξ =
x

t
, η =

y

t
, (2.7)

где τ, ξ, η – нестационарные автомодельные переменные.
Якобиан D замены (2.7)

D =

∣∣∣∣∣∣∣
τt τx τy

ξt ξx ξy

ηt ηx ηy

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

−x/t2 1/t 0

−y/t2 0 1/t

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

t2

отличен от нуля при t < ∞, тогда замена переменных (2.7) невырожденная.
Выражения для частных производных функций c, u, v с учетом замены (2.7)

будут равны

ct = cτ −
ξ

τ
cξ −

η

τ
cη, cx =

1

τ
cξ, cy =

1

τ
cη,

ut = uτ −
ξ

τ
uξ −

η

τ
uη, ux =

1

τ
uξ, uy =

1

τ
cη,

vt = vτ −
ξ

τ
vξ −

η

τ
vη, vx =

1

τ
vξ, vy =

1

τ
vη.

(2.8)

Подставим (2.8) в (2.6) и, умножив на τ , получим
τcτ + (u− ξ) cξ + (v − η) cη + κc (uξ + vη) = 0,

τuτ + (u− ξ) uξ + (v − η) uη +
c

κ
cξ = 0,

τvτ + (u− ξ) vξ + (v − η) vη +
c

κ
cη = 0.
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Положим,
∂

∂τ
= 0, тогда решение рассматриваемой системы будет автомо-

дельным, то есть будет зависеть только от переменных ξ и η (см. [82; 93––96])
(u− ξ) cξ + (v − η) cη + κc (uξ + vη) = 0,

(u− ξ) uξ + (v − η) uη +
c

κ
cξ = 0,

(u− ξ) vξ + (v − η) vη +
c

κ
cη = 0.

(2.9)

Исследуем систему (2.9), для этого запишем выражение для полного диф-
ференциала вертикальной компоненты скорости v = v (ξ, η)

dv = vξdξ + vηdη.

Так как компоненты вектора {ξ, η} линейно независимы, то линейная ком-
бинация dv равна нулю тогда и только тогда, когда vξ = 0 и vη = 0. Из уравнения
dv = 0 следует, что v = const. Рассмотрим случай, когда значение этой константы
равно нулю, то есть v = 0, тогда система (2.9) принимает вид

(u− ξ) cξ − ηcη + κcuξ = 0,

(u− ξ) uξ − ηuη +
c

κ
cξ = 0,

c

κ
cη = 0.

(2.10)

Будем рассматривать нетривиальные решения уравнения
c

κ
cη = 0, тогда из

последнего уравнения системы (2.10) следует, что скорость звука является функ-
цией переменной ξ, то есть c = φ (ξ). С учетом этого из первого уравнения
системы (2.10) следует, что u = ψ (ξ), тогда uη = 0, и система (2.10) преобра-
зуется к виду

(u− ξ) cξ + κcuξ = 0, (u− ξ) uξ +
c

κ
cξ = 0. (2.11)

Система (2.11) имеет известное решение [23––26; 28; 29; 32; 56]

c =
κξ + 1

κ + 1
, u =

ξ − 1

κ + 1
, (2.12)

называемое центрированной волной Римана для случая плоско-симметричного
одномерного изэнтропического течения газа или просто ЦВ.

Следовательно, выражение v = 0 задает характеристическую поверхность
системы (2.9), которая отделяет область двумерного течения или ДВ от области



32

течения ЦВ. В пространстве физических автомодельных переменных {ξ, η} выра-
жение v = 0 записывается уравнением η = f (ξ), где f (ξ) – неизвестная функция
независимой переменной ξ.

Область покоя также отделена от области течения ЦВ звуковой характе-
ристикой, которая задается уравнением u = 0. Найдем уравнение звуковой
характеристики u = 0 в пространстве переменных {ξ, η}, в соответствии с (2.12)
получим уравнение

ξ − 1

κ + 1
= 0, ξ = 1, x = t. (2.13)

Граница с вакуумом течения типа ЦВ определяется из решения уравнения
c = 0, тогда согласно (2.12)

κξ + 1

κ + 1
= 0, ξ = − 1

κ
, x = − 2

γ − 1
t. (2.14)

Выражения (2.13) и (2.14) задают известные законы движения границы те-
чения ЦВ с вакуумом и покоем, приведенные к примеру в работах [46; 48].

Из анализа системы (2.6) следует, что область пространства, заполненная
газом, состоит из трех непересекающихся подобластей: области покоя, области
течения типа ЦВ и области течения типа ДВ, которые стыкуются друг с другом
через звуковые характеристики, задаваемые уравнениями v = 0 и u = 0.

На рис. 2.1б приведена конфигурация течения в области разрежения и
покоя для момента времени t > 0. В области, помеченной цифрой 0, находит-
ся покоящийся однородный газ, который отделен от течения типа ЦВ звуковой
характеристикой AB – вертикальной прямой, задаваемой уравнением (2.13). Те-
чение ЦВ расположено в области, помеченной цифрой 1, примыкает к вакууму
через свободную границу, являющуюся вертикальной прямой CD и распростра-
няющуюся в вакуум по закону (2.14). В области, помеченной цифрой 2, находится
ДВ – искомое двумерное течение. Это течение отделено от ЦВ звуковой характе-
ристикойAD, которая в общем случае неизвестна и задается уравнением η = f (ξ)

в пространстве физических автомодельных переменных {ξ, η}. С двух остав-
шихся сторон область течения ДВ ограничена косой стенкой OF и границей с
вакуумом DE соответственно.

Таким образом, можно поставить НКЗ, решение которой описывает течение
в области ДВ [82; 93––96]
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(u− ξ) cξ + (v − η) cη + κc (uξ + vη) = 0,

(u− ξ) uξ + (v − η) uη +
c

κ
cξ = 0,

(u− ξ) vξ + (v − η) vη +
c

κ
cη = 0,

c|AD = c0, u|AD = u0, v|AD = 0,

v|η=ξ tgα = u tgα|η=ξ tgα ,

(2.15)

где u0 = (ξ − 1)/(κ + 1) и c0 = ξ − u0 – параметры газа на характеристике AD,
соответствующие параметрам газа в плоском течении [28; 29; 32; 56]. Далее зву-
ковую характеристику AD, разделяющую течения ЦВ и ДВ, будем обозначать
символом C+.

Перепишем задачу (2.15) в векторно-матричном виде [85; 86; 97––100] для
вектора U =

(
c, u, v

)T
{
AUξ +BUη = 0,

U|C+ = U0, v|η=ξ tgα = u tgα|η=ξ tgα .
(2.16)

НУ задачи (2.16) задается значением вектораU на характеристике C+

U|C+ = U0 =
(
c0, u0, 0

)T
.

Краевое или ГУ задачи (2.16) задается в виде условия непротекания газа
на косой стенке

v|η=ξ tgα = u tgα|η=ξ tgα .

Матрицы A и B задачи (2.16) соответственно равны

A =

u− ξ κc 0

c/κ u− ξ 0

0 0 u− ξ

 , B =

v − η 0 κc
0 v − η 0

c/κ 0 v − η

 . (2.17)

При этом НУ и ГУ, коэффициенты матриц A и B задачи (2.16) предпола-
гаются аналитическими функциями.

Постановка задачи об истечении политропного газа в вакуум с косой стен-
ки в области ДВ в пространстве физических автомодельных переменных {ξ, η}
закончена. Далее задача (2.16) будет приведена к виду ХЗК стандартного вида.
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2.2 Построение характеристической задачи Коши стандартного вида для
описания истечения политропного газа в вакуум с косой стенки

2.2.1 Характеристическая задача Коши стандартного вида для
квазилинейной системы уравнений

Задача (2.16), поставленная в п. 2.1, может быть сведена к ХЗК стандартно-
го вида, для которой справедлив аналог теоремы Ковалевской и на доказательстве
которой в дальнейшем строится решение задачи (2.16). В данном параграфе
рассматривается определение ХЗК стандартного вида, и формулируется теоре-
ма существования и единственности аналитического решения произвольной ХЗК
[27; 50; 76––79].

Пусть для вектора

U =
(
u1 (ϑ, ξ1, . . . , ξn) , u2 (ϑ, ξ1, . . . , ξn) , . . . , um (ϑ, ξ1, . . . , ξn)

)T
задана квазилинейная система из m уравнений с частными производными

A0
∂U

∂ϑ
+

n∑
i=1

Ai
∂U

∂ξi
= C. (2.18)

Для системы (2.18) на координатной плоскости ϑ = 0 заданы НУ

U|ϑ=0 = U0(ξ1, . . . , ξn) =


u01(ϑ, ξ1, . . . , ξn)

u02(ϑ, ξ1, . . . , ξn)

. . .

u0m(ϑ, ξ1, . . . , ξn)

 . (2.19)

Компоненты вектораU0 являются аналитическими функциями в некоторой
окрестности точки

M0 (ϑ = 0, ξ1 = 0, . . . , ξn = 0) .

Коэффициенты матрицA0,A1, …,An,C зависят от независимых перемен-
ных ϑ, ξ1, . . . , ξn и от искомых функций u1, . . . ,um и являются аналитическими
функциями в окрестности точки

M00

(
ϑ = 0, ξ1 = 0, . . . , ξn = 0, u1 = u01(0, . . . , 0), . . . , um = u0m(0, . . . , 0)

)
.
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Задача Коши (2.18), (2.19) называется характеристической, если равен ну-
лю определитель матрицы A0

detA0|ϑ=0
U=U0

≡ 0. (2.20)

ХЗК называется задачей стандартного вида, если

A0|ϑ=0
U=U0

=

(
A0

r×r 0

0 0

)
,

где матрица A0
r×r имеет размеры r × r и ее определитель в точке M00 отличен

от нуля

detA0
r×r

∣∣
M00

̸= 0,

остальные элементы матрицы A0|ϑ=0
U=U0

равны нулю.
Во-вторых, в точкеM00 в матрице A1 отличен от нуля минор A1

(m−r)×(m−r),
размером (m − r) × (m − r) и стоящий в правом нижнем углу этой матрицы.
Второе условие записывается следующим образом

A1|ϑ=0
U=U0

=

(
0 0

0 A1
(m−r)×(m−r)

)
, detA1

(m−r)×(m−r)

∣∣∣
M00

̸= 0. (2.21)

В работе [50] методом мажорант доказывается теорема существования и
единственности решения ХЗК стандартного вида для задачи (2.18), (2.19), кото-
рая формулируется в следующем виде

Теорема 1. Задача (2.18), (2.19) при выполнении условий (2.20) – (2.21) в слу-
чае аналитичности входных данных имеет в некоторой окрестности точки
(ϑ = 0, ξ1 = 0, . . . , ξn = 0) единственное аналитическое решение.

Далее задача (2.16) в результате невырожденных замен будет сведена к ХЗК
стандартного вида. Для новой НКЗ будет доказан аналог теоремы Ковалевской,
математическая формулировка которой приведена в данном параграфе.

2.2.2 Первая замена переменных

При сведении задачи (2.16) к ХЗК стандартного вида необходимо выпол-
нить замену независимых переменных ξ, η так, чтобы в новых переменных НУ и
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ГУ были «нулевыми». Так как уравнения НУ и ГУ в задаче (2.16) не являются «ну-
левыми», следовательно, необходимо сделать две замены переменных. Сделаем
первую замену переменных [82; 94; 95; 85; 100––102]

ϑ = η − f(ξ), ξ′ = ξ, (2.22)

где линия ϑ = 0, то есть линия η = f (ξ) задает звуковую характеристику C+.
Якобиан J замены (2.22) равен

J =

∣∣∣∣∣ϑη ϑξ

ξ′η ξ′ξ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 −f ′ξ
0 1

∣∣∣∣∣ = 1− 0 · f ′ξ.

При выполнении условия
∣∣f ′ξ∣∣ < ∞ значение якобиана замены (2.22) равно

J = 1, поэтому замена (2.22) невырожденная. При введенной замене производные
в СУГД задачи (2.16) заменяются по следующим формулам

cξ = cξ′ξ
′
ξ + cϑϑξ = cξ′ − cϑf

′
ξ, cη = cξ′ξ

′
η + cϑϑη = cϑ,

uξ = uξ′ξ
′
ξ + uϑϑξ = uξ′ − uϑf

′
ξ, uη = uξ′ξ

′
η + uϑϑη = uϑ,

vξ = vξ′ξ
′
ξ + vϑϑξ = vξ′ − vϑf

′
ξ, vη = vξ′ξ

′
η + vϑϑη = vϑ.

В результате система задачи (2.16) преобразуется к виду (для переменной ξ′

штрих для облегчения написания опущен):
(u− ξ) cξ + κcuξ +

[
v − ϑ− f − (u− ξ) f ′ξ

]
cϑ − κcf ′ξuϑ + κcvϑ = 0,

c

κ
cξ + (u− ξ) uξ −

c

κ
f ′ξcϑ +

[
v − ϑ− f − (u− ξ) f ′ξ

]
uϑ = 0,

(u− ξ) vξ +
c

κ
cϑ +

[
v − ϑ− f − (u− ξ) f ′ξ

]
vϑ = 0.

(2.23)

С учетом (2.23) запишем задачу (2.16) в переменных ξ, ϑ (см. [82; 94; 95;
85; 100––102]) {[

B− f ′ξA
]
Uϑ +AUξ = 0,

U|ϑ=0 = U0, v|ϑ=ξ tgα−f(ξ) = u tgα|ϑ=ξ tgα−f(ξ) .
(2.24)

При этом вид матрицы
[
B− f ′ξA

]
системы из задачи (2.24) следующий

[
B− f ′ξA

]
=

 a11 −κcf ′ κc
−cf ′/κ a11 0

c/κ 0 a11

 , a11 = v − ϑ− f − f ′ξ (u− ξ) .

В результате замены (2.22) НУ задачи (2.16) «занулены».
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2.2.3 Вторая замена переменных

Далее делается вторая замена переменных [85; 100––102], которая «зану-
ляет» краевое условие рассматриваемой задачи. Вместо переменных ϑ и ξ по
формулам

ϑ′ = ϑ, ζ = ϑ+ f (ξ)− ξ tgα (2.25)

берутся новые независимые переменные ϑ′ и ζ .
Косая стенка OF (см. рис. 2.1а), задаваемая уравнением y = x tgα или

η = ξ tgα в переменных ξ и η, с учетом замен (2.22) и (2.25) в новых перемен-
ных ϑ и ζ , имеет вид ζ = 0, то есть при замене (2.25) косая стенка берется за
новую координатную ось.

Якобиан последней замены переменных (2.25) равен

J2 =

∣∣∣∣∣ζϑ ζξ

ϑ′ϑ ϑ′ξ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 f ′ξ − tgα

1 0

∣∣∣∣∣ = tgα− f ′ξ.

Чтобы замена (2.25) была невырожденной, необходимо выполнение следу-
ющего неравенства

J2 = tgα− f ′ξ ̸= 0, (2.26)

то есть наклон косой стенки не равен наклону звуковой характеристики, разде-
ляющей ЦВ и ДВ, в точке их пересечения. Доказательство неравенства (2.26)
выполним после нахождения неизвестной функции f (ξ).

Из соотношения

ζ − ϑ = f (ξ)− ξ tgα, (2.27)

неявно задающего, с учетом неравенства (2.26), функцию ξ от (ζ − ϑ), однозначно
определяется равенство

ξ = φ (ζ − ϑ) . (2.28)

Однако дальше для простоты записи будут сохраняться обозначения f (ξ),
f ′ξ, c0 (ξ), естественно, подразумевая наличие связи (2.28).

При второй замене производные заменяются по следующим формулам

∂

∂ϑ
=

∂

∂ϑ′
+

∂

∂ζ
,

∂

∂ξ
=
[
f ′ξ − tgα

] ∂
∂ζ
.
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В результате система уравнений с частными производными задачи (2.24)
будет иметь вид, где штрих у переменной ϑ′ опущен[

B− f ′ξA
]
[Uϑ +Uζ ] +

[
f ′ξ − tgα

]
AUζ = 0,

отсюда НКЗ (2.24) в переменных ϑ, ζ будет иметь вид [85; 100––102]{[
B− f ′ξA

]
Uϑ + [B− tgαA]Uζ = 0,

U|ϑ=0 = U0, v|ζ=0 = u tgα|ζ=0 .
(2.29)

При этом вид матрицы [B− tgαA] следующий

[B− tgαA] =


b11 −κc tgα κc

− c

κ
tgα b11 0

c/κ 0 b11

 , b11 = v − ϑ− f − tgα (u− ξ) .

В результате замены (2.25) ГУ задачи (2.16) «занулены».

2.2.4 Приведение начально-краевой задачи к характеристической задаче
Коши стандартного вида

Когда определитель матрицы
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

, стоящей перед вектором про-
изводных Uϑ, выводящих с поверхности ϑ = 0, равен нулю, именно тогда
поверхность ϑ = 0 с заданными на ней условиями будет являться характери-
стической поверхностью [27; 50; 76]. Отсюда, первое необходимое условие, при
выполнении которого НЗК (2.29) является ХЗК стандартного вида, следующее

det
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

≡ 0,

при этом в левом верхнем углу матрицы
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

должен стоять ненулевой
минор порядка (n−1)×(n−1), где n×n – размерность матрицы

[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

.
То есть в рассматриваемом случае вид матрицы

[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

должен быть сле-
дующий

[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

=

d11 d12 0

d21 d22 0

0 0 0

 ,

∣∣∣∣∣d11 d12

d21 d22

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.30)
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Найдем матрицу
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

=

c0f
′ − f −κc0f ′ κc0

−c0f ′/κ c0f
′ − f 0

c0/κ 0 c0f
′ − f

 . (2.31)

Вид матрицы (2.31) не соответствует виду матрицы (2.30). При этом опре-
делитель матрицы

[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

равен

det
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

=

∣∣∣∣∣∣∣
c0f

′ − f −κc0f ′ κc0
−c0

κ f
′ c0f

′ − f 0

c0/κ 0 c0f
′ − f

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (c0f

′ − f)
[
(c0f

′ − f)
2 − (c0f

′)2 − c20

]
.

Определитель матрицы
[
B− f ′ξA

]
в точке ϑ = 0 приU = U0 тождественно

равен нулю, если удовлетворяется нулю одно из уравнений системы:{
c0f

′ − f = 0,

(c0f
′ − f)

2 − (c0f
′)2 − c20 = 0.

(2.32)

Равенство нулю первого сомножителя задает уравнение контактной харак-
теристики C0, а равенство нулю второго сомножителя – уравнение звуковых
характеристик C± (см. работу [50]).

Найдем ранг матрицы
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

для определения кратности контакт-
ной C0 и звуковых характеристик C±.

Случай контактной характеристики C0

При выполнении равенства c0f ′ − f = 0 матрица
[
B− f ′ξA

]
в точке ϑ = 0

при U = U0 имеет вид

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0 =

 0 −κc0f ′ κc0
−c0f ′/κ 0 0

c0/κ 0 0

 .

Для определения ранга матрицы
[
B− f ′ξA

]∣∣
C0

в случае контактной ха-
рактеристики необходимо умножить матрицу

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0

на невырожденные
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матрицы T1 и T2 слева и справа по формуле

T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0 T2,

что преобразует матрицу
[
B− f ′ξA

]∣∣
C0
к виду, когда в левом верхнем углу стоит

минор r × r. Матрицы T1 и T2 равны

T1 =

0 1 0

1 0 0

0 1 f ′

 , T2 =

1 0 0

0 1 1

0 0 f ′

 .

Матрицы обратные к T1 и T2 имеют вид

T−1
1 =

 0 1 0

1 0 0

−1/f ′ 0 1/f ′

 , T−1
2 =

1 0 0

0 1 −1/f ′

0 0 1/f ′

 .

Матричное произведение T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0

T2 равно

T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0 T2 =

0 1 0

1 0 0

0 1 f ′

×

×

 0 −κc0f ′ κc0
−c0f ′/κ 0 0

c0/κ 0 0

 ·

1 0 0

0 1 1

0 0 f ′

 =

−c0f ′/κ 0 0

0 −κc0f ′ 0

0 0 0

 .

Видно, что размерность ненулевого минора, стоящего в левом верхнем углу
матрицы T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C0

T2, равна 2, отсюда размерность контактной характе-
ристики C0, задаваемой уравнением c0f ′ − f = 0, равна 1.

Случай звуковых характеристик C±

Рассмотрим второй случай, когда удовлетворяется нулю второе уравнение
системы (2.32). В этом случае матрицы T1 и T2 равны

T1 =

 0 1 0

1 0 0

c0f
′ − f κc0f ′ −κc0

 , T2 =

1 0 c0f
′ − f

0 1 c0f
′/κ

0 0 −c0/κ

 . (2.33)
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Матрицы обратные к T1 и T2 равны

T−1
1 =

 0 1 0

1 0 0

f ′ (c0f
′ − c0)/κc0 −1/κc0

 , T−1
2 =

1 0 κ (c0f
′ − f) /c0

0 1 f ′

0 0 −κ/c0

 .

Отсюда, произведение матриц T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C± T2 равно

T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C± T2 =

 0 1 0

1 0 0

c0f
′ − f κc0f ′ −κc0

× (2.34)

×

c0f
′ − f −κc0f ′ κc0

−c0f ′/κ c0f
′ − f 0

c0/κ 0 c0f
′ − f


1 0 c0f

′ − f

0 1 c0f
′/κ

0 0 −c0/κ

 =

−c0f ′/κ c0f
′ − f 0

c0f
′ − f −κc0f ′ 0

0 0 0

 .

Из (2.34) следует, что кратность звуковой характеристики C± равна едини-
це, так как в левом верхнем углу матрицы T1

[
B− f ′ξA

]∣∣
C± T2 стоит ненулевой

минор размерности 2. Решением уравнения

(c0f
′ − f)

2 − (c0f
′)2 − c20 = 0

являются две функции±f , отсюда получаем, что сумма кратностей характеристик
C0 и C± равна 3, что совпадает с размерностью СУГД задачи (2.29).

Приведение начально-краевой задачи к характеристической задаче Коши
стандартного вида для случая C±

Приведем НКЗ (2.29) к ХЗК стандартного вида [85; 86; 101; 102]. Для этого
СУГДиз задачи (2.29) слева умножается на матрицуT1 (см. формулу (2.33)), а век-
торU заменяется новым векторомW, который определяется следующим образом

W = T−1
2 U =

(
w1, w2, w3

)T
=
(
c+ v κ

c0
(c0f

′ − f) , u+ vf ′,− κ
c0
v
)T

.

Для вектораW записывается НКЗ – задача (2.29), приведенная к ХЗК стан-
дартного вида 

T1

[
B− f ′ξA

]
T2Wϑ +T1 [B− tgαA]T2Wζ+

+T1 [B− tgαA]
∂T2

∂ξ

W

f ′ξ − tgα
= 0,

W|ϑ=0 = W0, v|ζ=0 = u tgα|ζ=0 .

(2.35)
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Входные данные задачи (2.35) являются аналитическимифункциями в неко-
торой окрестности точки (ϑ = 0, ζ = 0).

Далее используется двойной индекс: первый из них означает номер искомой
функции, второй – номер коэффициента в разложении этой функции в степенной
ряд по ϑ. Отсюда, вектор W0 равен

W0 =
(
w1,0, w2,0, w3,0

)T
=
(
c0, u0, 0

)T
.

Построим краевое условие для задачи (2.35) через компоненты вектораW.
Поскольку

w2 = u+ f ′ξv, w3 = − κ
c0 (ξ)

v,

то отсюда следует, что

v = −c0 (ξ)
κ

w3, u = w2 +
c0 (ξ)

κ
f ′ξw3.

Краевое условие – условие непротекания

v|ζ=0 = u tgα|ζ=0

записывается таким образом

− c0 (ξ)

κ
w3

∣∣∣∣
ζ=0

= tgα

[
w2 +

c0 (ξ)

κ
f ′ξw3

]∣∣∣∣
ζ=0

,

то есть

− c0 (ξ)

κ
[
1 + f ′ξ tgα

]
w3

∣∣∣∣
ζ=0

= w2 tgα|ζ=0

или
w3|ζ=0 = − κ

c0 (ξ)

tgα[
1 + f ′ξ tgα

]w2|ζ=0. (2.36)

Запишем краевое условие (2.36) задачи (2.35) с учетом неявной связи между
переменными ζ , ϑ и ξ, задаваемой соотношениями (2.27) и (2.28)

w3|ζ=0 = −

 κ
c0 (φ (ζ − ϑ))

tgα[
1 + f ′ξ (φ (ζ − ϑ)) tgα

]
∣∣∣∣∣∣

ζ=0

w2|ζ=0 .

Множитель, стоящий перед коэффициентом w2|ζ=0, обозначим следующим
образом

g (ϑ) = −

 κ
c0 (φ (ζ − ϑ))

tgα[
1 + f ′ξ (φ (ζ − ϑ)) tgα

]
∣∣∣∣∣∣

ζ=0

. (2.37)
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Окончательно НКЗ об истечении политропного газа с косой стенки в вакуум
в переменных ϑ, ζ имеет вид [85; 86; 101; 102]

T1

[
B− f ′ξA

]
T2Wϑ +T1 [B− tgαA]T2Wζ+

+T1 [B− tgαA]
∂T2

∂ξ

W

f ′ξ − tgα
= 0,

W|ϑ=0 = W0, w3|ζ=0 = g (ϑ) w2|ζ=0 .

(2.38)

Входные данные задачи (2.38), включая краевое условие, также являются
аналитическими функциями в некоторой окрестности точки (ϑ = 0, ζ = 0).

Задача (2.38) эквивалентна задаче (2.29), а та, в свою очередь, задаче (2.24),
так как замены (2.22) и (2.25) невырожденные. Для того чтобы задача (2.38) была
ХЗК стандартного вида, необходимо выполнение следующего условия при ϑ = 0,
W = W0 (см. работу [50])

det
(
T1

[
B− f ′ξA

]
T2

)∣∣
W=W0
ϑ=0

≡ 0.

Известно, что определитель произведения матриц равен произведению
определителей каждой из матриц, отсюда

det T1|W=W0
ϑ=0

· det
[
B− f ′ξA

]∣∣
W=W0
ϑ=0

· det T2|W=W0
ϑ=0

≡ 0.

Так как матрицы T1 и T2 невырожденные, то их определители отличны от
нуля. В результате получаем матричное уравнение [82]

det
[
B− f ′ξA

]∣∣
U=U0
ϑ=0

≡ 0, (2.39)

решение которого дает выражение для функции f (ξ) в явном виде.
Приведение НКЗ (2.29) к ХЗК стандартного вида закончено.

2.3 Определение функции η = f(ξ), задающей звуковую характеристику C±

Построим решение матричного уравнения (2.39) (см. [85; 86; 101; 102]). Рас-
смотрим нелинейное ДУ, соответствующее звуковой характеристике C±

(c0f
′ − f)

2 − (c0f
′)2 − c20 = 0. (2.40)

После раскрытия скобок в уравнении (2.40) и приведения подобных слага-
емых получим следующее ДУ для неизвестной функции f (ξ)

f 2 − 2c0ff
′ − c20 = 0. (2.41)
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Справедливо соотношение 2ff ′ =
(
f 2
)′, тогда (2.41) можно записать

f 2 − c0
(
f 2
)′ − c20 = 0,

которое после замены f 2 = y преобразуется к виду

c0y
′ − y + c20 = 0. (2.42)

При c0(ξ) ̸= 0 уравнение (2.42) можно привести к нормальному виду

y′ − y

c0
+ c0 = 0. (2.43)

Уравнение (2.43) – линейное неоднородное ДУ. Решение (2.43) строится ме-
тодом вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). Вначале построим
решение однородного уравнения

y′ − y

c0
= 0.

После разделения переменных

dy

y
=
dξ

c0
, (2.44)

где c0(ξ) = (κξ + 1)/(κ + 1) – скорость звука в ЦВ. Подставим выражение для
c0(ξ) в уравнение (2.44), получим

dy

y
=

(κ + 1) dξ

κξ + 1
=

(κ + 1)

κ
d (κξ + 1)

κξ + 1
=

(κ + 1)

κ
dc0
c0
.

Решение последнего уравнения

y (ξ) = C1 [c0 (ξ)]
(κ+1)/κ , C1 = const . (2.45)

Построим решение неоднородного уравнения (2.43), используя решение
однородного уравнения (2.45), полагая константу C1 произвольной неотрица-
тельной функцией независимой переменной ξ, то есть C1 = C1 (ξ). Подставим
выражение для y (ξ) в исходное уравнение (2.42)

C ′
1c

1+1/κ
0 + C1

κ + 1

κ
c
1/κ
0 c′0 − C1

c
(κ+1)/κ
0

c0
+ c0 = 0. (2.46)

С учетом того, что c′0 = κ/(κ + 1), второе и третье слагаемые в уравнении
(2.46) сокращаются. После сокращения оставшихся слагаемых на c0(ξ) оконча-
тельно получим ДУ для функции C1

C ′
1 = −c−1/κ

0 . (2.47)
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Необходимо рассмотреть два случая: когда γ = 3 (κ = 1) и когда γ ̸= 3

(κ ̸= 1), так как в зависимости от значения κ решение (2.47) будет отличаться.
При γ = 3 (κ = 1) уравнение (2.47) упрощается к виду

dC1

dξ
= − 2

ξ + 1
, C1 (ξ) = −2 ln (ξ + 1) + C2, C2 = const . (2.48)

Подставим выражение (2.48) в (2.45), с учетом замены y = f 2 (ξ) получим
выражение для характеристики

f (ξ) = ±c0
√
C2 − 2 · ln (ξ + 1). (2.49)

Для функции f (ξ) область определения −1 < ξ < 1, при ξ = −1 скорость
звука на характеристике AD принимает значение c0 (−1) = 0, что задает границу
газа с вакуумом, при ξ = 1 скорость звука на характеристике AD принимает зна-
чение c0 (1) = 1, что задает границу газа с покоем. Из данных условий определим
константу интегрирования C2.

Первое условие справедливо в точке с координатой ξ = −1. Найдем значе-
ние функции f (ξ) в точке ξ = −1

f (−1) = ±0 · ∞.

Для раскрытия неопределенности [0 · ∞] найдем предел функции f (ξ) при
ξ → −1 по правилу Лопиталя

lim
ξ→−1

f (ξ) = ± lim
ξ→−1

(ξ + 1)

2

√
C2 − 2 ln (ξ + 1) = [0 · ∞] =

= lim
ξ→−1

[√
C2 − 2 ln (ξ + 1)

2
(ξ+1)

]2
=
[∞
∞

]
= lim

ξ→−1

− 2
ξ+1

− 2·4
(ξ+1)

3

=
1

4
lim
ξ→−1

(ξ + 1)2 = 0,

отсюда f (−1) = 0, константа C2 не определена.
Второе условие справедливо в точке с координатой ξ = 1, в которой харак-

теристика f (ξ) пересекается с косой стенкой η = ξ tgα. Значение константы C2

определяется из уравнения

f (1) = ±
√
C2 − 2 ln 2 = tgα, C2 = tg2 α + 2 ln 2.

Подставляя выражение для C2 в (2.49), получим окончательное выражение
для характеристики C± при γ = 3 (κ = 1)

f (ξ) = ±c0
√

tg2 α− 2 ln c0, c0(ξ) = (ξ + 1)/2.
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Рассмотрим случай, когда γ ̸= 3 (κ ̸= 1), тогда уравнение (2.47) имеет вид

dC1

dξ
= − 1

c
1/κ
0

= −
(
κξ + 1

κ + 1

)−1/κ

.

В результате интегрирования ДУ получим

C1 (ξ) = C2 −
κ + 1

κ
1

1− 1/κ

(
κξ + 1

κ + 1

)1−1/κ

=

= C2 +
κ + 1

1− κ

(
κξ + 1

κ + 1

)1−1/κ

= C2 + β

(
κξ + 1

κ + 1

)1−1/κ

, β =
κ + 1

1− κ
.

(2.50)

Подставим выражение (2.50) в (2.45), с учетом замены y = f 2 (ξ) получим
выражение для характеристики

f (ξ) = ±

√
C2

(
κξ + 1

κ + 1

)1+1/κ

+ β

(
κξ + 1

κ + 1

)2

= ±c0
√
β + C2c

1/κ−1
0 . (2.51)

Константу интегрирования C2 в (2.51) определим из условий на границе с
вакуумом c0 = 0 и покоем c0 = 1. Первое условие справедливо в точке с коор-
динатой ξ = −1/κ, тогда значение функции f (−1/κ) = 0 и константа C2 не
определена. Второе условие справедливо в точке с координатой ξ = 1, в которой
характеристика f (ξ) пересекается с косой стенкой η = ξ tgα и значение констан-
ты C2 определяется из уравнения

tgα = ±
√
β + C2, C2 = tg2 α− β.

Подставим выражение дляC2 в формулу (2.51), получим окончательное вы-
ражение для звуковой характеристики C± при γ ̸= 3 (κ ̸= 1):

f (ξ) = ±c0
√
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β), c0 (ξ) = (κξ + 1)/(κ + 1). (2.52)

Случай, когда выполняется соотношение tg2 α = β при γ ̸= 3 (κ ̸= 1),
называется согласованным, тогда выражение (2.52) для звуковой характеристи-
ки принимает вид

f (ξ) = ±c0
√
β. (2.53)

С точностью до обозначения переменных, полученное выражение (2.52),
задающее звуковую характеристику, распространяющуюся по ЦВ, совпало с по-
лученными ранее результатами [39; 46; 48]

f (ξ) = ±

c0
√
tg2 α− 2 ln c0, если γ = 3 (κ = 1) ,

c0

√
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β), если γ ̸= 3 (κ ̸= 1) .

(2.54)
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В область интегрирования СУГД попадает звуковая характеристика C+, от-
сюда окончательное выражение для функции f (ξ) в явном виде [82; 85; 86; 101;
102] равно

f (ξ) =

c0
√
tg2 α− 2 ln c0, если γ = 3 (κ = 1) ,

c0

√
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β), если γ ̸= 3 (κ ̸= 1) ,

(2.55)

и для согласованного случая

f (ξ) = c0
√
β. (2.56)

Когда γ = 3, область определения функции f(ξ) задается неравенством

c0 ⩽ exp
(
0.5 tg2 α

)
, (2.57)

то есть максимальное значение c0 ограничено конкретным значением α.
Область определения функции f(ξ), если γ ̸= 3, задается неравенством

β + c
1/κ−1
0

(
tg2 α− β

)
⩾ 0,

которое справедливо для любых неотрицательных значений c0 при tg2 α > β. При
tg2 α < β область определения функции f(ξ) задается неравенством

c0 ⩽
(

β

β − tg2 α

) κ
1−κ

. (2.58)

На рис. 2.2 приведены графики функции f(ξ) для различных значений α,
когда γ ̸= 3.

Зная выражение для функции f (ξ) в явном виде, докажем, что замена (2.25)
невырожденная, то есть справедливо неравенство (см. работу [85])

J2 = tgα− f ′ξ ̸= 0, (2.59)

тогда наклон косой стенки не равен наклону звуковой характеристики, разделя-
ющей ЦВ и ДВ.

Производную функции f (ξ) можно выразить из уравнения (2.40)

f ′ (ξ) =
1

2

(
f

c0
− c0
f

)
. (2.60)

Докажем неравенство (2.59) методом от противного. Пусть неравенство
(2.59) неверно, тогда

tgα− f ′ξ = 0.
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f(c0) = c0

√

β − c20(β − tg2α3)

f(c0) = c0

√

β + c20(tg
2α2 − β)

f(c0) = c0
√

β

f(c0)

0.5

1

1.5

0.50 1
c0

tg2α1 = β

tg2α2 > β

tg2α3 < β

Рисунок 2.2 – Графики функции f(ξ) для различных значений α

С учетом (2.60) получим
f 2 − 2c0 tgαf − c20

c0f
= 0. (2.61)

Знаменатель дроби (2.61) не равен нулю при c0 ̸= 0 и f (ξ) ̸= 0 (рассмат-
риваем нетривиальное решение (2.61)), отсюда получим квадратное уравнение
для функции f (ξ)

f 2 − 2c0 tgαf − c20 = 0. (2.62)

Решением (2.62) будет выражение для функции f (ξ)

f (ξ) = c0

(
tgα±

√
tg2 α + 1

)
. (2.63)

Выражение (2.63) для функции f (ξ) не совпадает с полученным ранее
(2.55), следовательно, неравенство (2.59) выполняется и замена (2.25) невырож-
денная, что и требовалось доказать.

Определение уравнения звуковой характеристики C+, разделяющей тече-
ние типа ЦВ и течение типа ДВ, в явном виде закончено.

2.4 Теорема существования и единственности поставленной
характеристической задачи Коши стандартного вида

Докажем аналог теоремы Ковалевской для задачи (2.38) (см. [85; 101; 102]).
Система из задачи (2.38) на плоскости ϑ = 0 имеет вид:
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−c0
κ
f ′ξ c0f

′
ξ − f 0

c0f
′
ξ − f −κc0f ′ξ 0

0 0 0


w1,1

w2,1

w3,1

+

+


−c0
κ

tgα c0 tgα− f −c0
κ
f
(
f ′ξ − tgα

)
c0 tgα− f −κc0 tgα c0f

(
f ′ξ − tgα

)
c0f
(
f ′ξ − tgα

)
−κc0f

(
f ′ξ − tgα

)
−c0

(
f ′ξ − tgα

) (
f 2 + c20

)

w

′
1,0ζ

w′
2,0ζ

w′
3,0ζ

+

+


0 0 − 1

f ′ξ − tgα

(c0
κ
f ′ tgα +

c0
κ
ff ′′ + u′0ff

′
)

0 0
1

f ′ξ − tgα
(c0f

′ tgα− c0ff
′′ + u′0ff

′ − c′0c0)

0 0 c0ff
′′ (c0 − κ)− u′0ff

′ (c0 + κ)− c′0c
2
0


w1,0

w2,0

w3,0

 =

0

0

0

 . (2.64)

Проверим необходимое условие разрешимости системы (2.64). Для этого
распишем третье уравнение системы

0 + c0f
(
f ′ξ − tgα

) (
w′

1,0ζ − κw′
2,0ζ

)
− c0

(
f ′ξ − tgα

) (
f 2 + c20

)
w′

3,0ζ+

+
[
c0ff

′′ (c0 − κ)− u′0ff
′ (c0 + κ)− c′0c

2
0

]
w3,0 = 0. (2.65)

С учетом явного вида w1,0 = c0, w2,0 = u0, w3,0 = 0 будем иметь(
w′

1,0ζ − κw′
2,0ζ

)
=

1

f ′ξ − tgα

(
w′

1,0ξ − κw′
2,0ξ

)
=
c′0 − κu′0
f ′ξ − tgα

≡ 0.

Для второго слагаемого

w′
3,0ζ = w′

3ζ

∣∣
ϑ=0

= −κ
c0
v′ζ
∣∣
ϑ=0

= −κ
c0

vξ|ϑ=0

f ′ξ − tgα
= −κ

c0

v′0
f ′ξ − tgα

≡ 0.

Так как w3|ϑ=0 = w3,0 = 0, то последнее слагаемое уравнения (2.65) равно
нулю, и уравнение (2.65) обращается в тождество – необходимое условие разре-
шимости выполняется.

Таким образом, для системы (2.64) вид матриц удовлетворяет условиям ана-
лога теоремы Ковалевской [27; 50; 76]:

1. Матрица размерностью 3×3 при векторе производныхWϑ на плоскости
ϑ = 0 в левом верхнем углу имеет ненулевой минор размерностью 2× 2∣∣∣∣∣−c0f ′ξ/κ c0f

′
ξ − f

c0f
′
ξ − f −κc0f ′ξ

∣∣∣∣∣ = c20f
′2
ξ −

(
c0f

′
ξ − f

)2 ̸= 0.

Остальные элементы матрицы равны нулю.
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2. В матрице, стоящей перед вектором производных Wζ , элемент из тре-
тьей строки и третьего столбца

−c0
(
f ′ξ − tgα

) (
f 2 + c20

)
не равен 0, т.к. справедливо неравенство f ′ − tgα ̸= 0.

Следовательно, получившаяся задача (2.38) является ХЗК стандартного ви-
да [50]. Таким образом, для задачи (2.38) доказан аналог теоремы Ковалевской.

Теорема 2. Поставленная задача (2.38) при найденной функции f (ξ) являет-
ся ХЗК стандартного вида, и поэтому у нее в некоторой окрестности точки
(ζ = 0, ϑ = 0) существует единственное локально-аналитическое решение, пред-
ставимое в виде сходящегося ряда

W (ζ,ϑ) =
∞∑
k=0

Wk (ζ)
ϑk

k!
; Wk (ζ) =

∂kW

∂ϑk

∣∣∣∣
ϑ=0

. (2.66)

2.5 Алгоритм построения решения рассматриваемой характеристической
задачи Коши стандартного вида

Алгоритм построения решения задачи (2.38) основан на приведенном до-
казательстве теоремы и представляет из себя следующую последовательность
действий.

Коэффициенты ряда (2.66) с номером ноль w1,0, w2,0, w3,0 определяются из
НУ. Для определения коэффициентов ряда с номером один в системе из задачи
(2.38) полагается ϑ = 0. Тогда из первых двух уравнений системы задачи (2.38)
как из СЛАУ находятся в виде аналитических функций коэффициенты ряда (2.66)
с номером один для двух первых искомых функций: w1,1, w2,1. Третье уравне-
ние из системы задачи (2.38) при ϑ = 0 становится необходимым условием
разрешимости рассматриваемой ХЗК – дополнительным соотношением на коэф-
фициентыw1,0,w2,0,w3,0. В данной задаче эти необходимые условия выполняются
автоматически, поскольку НУ в задаче (2.38) являются ее частным решением, что
напрямую проверено предыдущими выкладками.

После этого третье уравнение из задачи (2.38) дифференцируется по ϑ и
полагается ϑ = 0. В полученном соотношении множители перед коэффициен-
тами w1,2, w2,2, w3,2 равны нулю. В оставшихся слагаемых величины w1,1, w2,1

и их производные по ζ известны, а неизвестным является коэффициент w3,1
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и его производная по ζ . Это соотношение рассматривается как обыкновенное
дифференциальное уравнение для w3,1 с производной этой искомой функции по
переменной ζ (транспортное уравнение). Для однозначной разрешимости этого
уравнения требуются два условия:

1. Коэффициент перед соответствующей производной w3,1ζ , то есть коэф-
фициент −c0

(
f ′ξ − tgα

) (
f 2 + c20

)
, отличен от нуля при ϑ = ζ = 0,

поскольку
(
f ′ξ − tgα

)
̸= 0.

2. Для функции w3,1 задано начальное условие при ζ = 0.
Выше показано, что оба условия выполняются. НУ для транспортного

уравнения получается следующим образом: краевое условие из задачи (2.38) диф-
ференцируется по ϑ и в получившемся соотношении

w3ϑ|ζ=0 = [g′ (ϑ)w2 + g (ϑ)w2ϑ]|ζ=0

полагается ϑ = 0

w3,1|ζ=0 = [g′(0)w2,0 + g(0)w2,1]ζ=0 , (2.67)

здесь g(0) и g′(0) – значения функции g(ϑ) (см. формулу (2.37)) и ее производ-
ной по ϑ при ϑ = 0.

Поскольку коэффициенты w2,0 и w2,1 известны, а значит, известны и их зна-
чения при ζ = 0, то последнее соотношение (2.67) и дает НУ для обыкновенного
ДУ для коэффициента w3,1, которое имеет единственное аналитическое решение.

Построение следующих коэффициентов ряда (2.66) производится следую-
щим образом.

Первые два уравнения системы из задачи (2.38) дифференцируются k раз по
ϑ, и полагается ϑ = 0. Из этих двух получившихся соотношений, как из СЛАУ с
отличным от нуля определителем, находятся коэффициенты w1,k+1, w2,k+1 в виде
аналитических функций.

После этого третье уравнение системы из задачи (2.38) дифференцируется
(k + 1) раз по ϑ и полагается ϑ = 0. В получившемся соотношении коэффи-
циенты перед величинами w1,k+2, w2,k+2, w3,k+2 равны нулю, и это последнее
соотношение становится обыкновенным ДУ для искомой функции w3,k+1. Коэф-
фициент перед соответствующей производной отличен от нуля, то есть функция
−c0

(
f ′ξ − tgα

) (
f 2 + c20

)
при ζ = 0 отлична от нуля, поэтому при задании для

этого обыкновенного ДУ НУ функция w3,k+1 определится однозначно в виде ана-
литической функции. Требуемое НУ получится после дифференцирования (k+1)
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раз по ϑ краевого условия из задачи (2.38) и после подстановки в получившееся
соотношение значения ϑ = 0. Все коэффициенты w2,ℓ при 0 ⩽ ℓ ⩽ k + 1 к этому
моменту известны. Построение решения задачи (2.38) в виде ряда (2.66) в про-
странстве {ϑ, ζ} закончено.

Для построения решения задачи (2.38) в пространстве физических автомо-
дельных переменных {ξ, η} необходимо осуществлять обратное преобразование
согласно заменам (2.22) и (2.25), что в общем (несогласованном) случае выпол-
нить в явном виде затруднительно. Поэтому искомое двумерное течение будет
строится как решение задачи (2.24) в пространстве переменных {ξ, ϑ} в виде схо-
дящегося ряда по степеням ϑ

U (ξ,ϑ) =
∞∑
k=0

Uk (ξ)
ϑk

k!
, Uk(ξ) =

∂kU

∂ϑk

∣∣∣∣
ϑ=0

, (2.68)

так как задачи (2.38) и (2.24) эквивалентны. Алгоритм построения решения зада-
чи (2.24) в виде ряда (2.68) представляет из себя следующую последовательность
действий.

Коэффициенты u1(ξ), v1(ξ) определяются при подстановке в систему задачи
(2.24) значения ϑ = 0, при этом первое уравнение системы задачи (2.24) рассмат-
риваемойХЗК тождественно равно нулю, так как удовлетворяет первому условию
аналога теоремы Ковалевской det

(
B− f ′ξA

)∣∣
U=U0
ϑ=0

≡ 0.
Далее система задачи (2.24) дифференцируется по ϑ и полагается ϑ = 0.

Коэффициенты u2(ξ), v2(ξ) находятся из второго и третьего уравнения системы,
как из СЛАУ. Выражения для u2(ξ), v2(ξ), зависящие от u0(ξ), c0(ξ), u′0(ξ), c′0(ξ),
u1(ξ), v1(ξ), u′1(ξ), v′1(ξ), подставляются в первое уравнение системы, в полу-
ченном соотношении коэффициент при c2(ξ) тождественно равен нулю, так как
det
(
B− f ′ξA

)∣∣
U=U0
ϑ=0

≡ 0. Данное соотношение рассматривается как обыкновен-
ное ДУ для c1(ξ) – транспортное уравнение. НУ для транспортного уравнения
задачи (2.24) строится из (2.67) (НУ ДУ для коэффициента w3,1) с учетом того,

что v = −c0(ξ)
κ

w3 при подстановке в последнее выражение значения ϑ = 0. Связь
между v1(ξ) и c1(ξ) определена ранее, тогда функция c1(ξ) однозначно определя-
ется из решения построенной задачи Коши.

Коэффициенты cn(ξ), un(ξ), vn(ξ) ряда (2.68) находятся следующим обра-
зом. Система задачи (2.24) дифференцируется n раз по ϑ, и полагается ϑ=0.
Из второго и третьего уравнения системы, как из СЛАУ, находятся коэффици-
енты un+1(ξ), vn+1(ξ) и подставляются в первое уравнение системы. В получен-
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ном соотношении коэффициент при cn+1(ξ) тождественно равен нулю, так как
det
(
B− f ′ξA

)∣∣
U=U0
ϑ=0

≡ 0, таким образом получаем ДУ для коэффициента cn(ξ).
Коэффициенты un(ξ), vn(ξ) получаем из выражений для un+1(ξ), vn+1(ξ) в резуль-
тате замены n + 1 → n при n ⩾ 2. НУ полученного ДУ для cn(ξ) строится в
результате дифференцирования n раз по ϑ краевого условия задачи (2.38) и да-
лее полагается ϑ = 0. К этому моменту известны все коэффициенты w2,ℓ при

0 ⩽ ℓ ⩽ n. Выражение v = −c0(ξ)
κ

w3 также дифференцируется n раз по ϑ и
полается ϑ = 0, в результате находим соотношение между vn и w3,n. Связь между
vn(ξ) и cn(ξ) была определена ранее. Отсюда, НУ для функции cn(ξ) определяет-
ся однозначно, и функция cn(ξ) является единственным решением построенной
задачи Коши.

Построение решения задачи (2.24) в виде ряда (2.68) в пространстве физи-
ческих автомодельных переменных {ξ, ϑ} закончено.

2.6 Получение первых коэффициентов u1(ξ) и v1(ξ) ряда по степеням ϑ для
искомых функций u(ξ, ϑ) и v(ξ, ϑ)

В параграфе 2.5 показано, что решение задачи (2.24) в пространстве физи-
ческих автомодельных переменных {ξ, ϑ} в соответствии с теоремой, доказанной
в п. 2.4, строится в виде сходящегося ряда (2.68) по степеням ϑ. Из (2.68) при
ϑ = 0 следует

c|ϑ=0 = c0, cξ|ϑ=0 = c′0, cϑ|ϑ=0 = c1,

u|ϑ=0 = u0, uξ|ϑ=0 = u′0, uϑ|ϑ=0 = u1,

v|ϑ=0 = 0, vξ|ϑ=0 = 0, vϑ|ϑ=0 = v1.

(2.69)

Согласно алгоритму, изложенному в п. 2.5, построение решения задачи на-
чинают с определения коэффициентов u1(ξ) и v1(ξ) [82; 85; 86; 101; 102]. С учетом
(2.69) СУГД задачи (2.24) при ϑ = 0 предстает в виде

(c0f
′ − f) c1 − κc0f ′u1 + κc0v1 − c0c

′
0 + κc0u′0 = 0,

−c0
κ
f ′c1 + (c0f

′ − f) u1 +
c0
κ
c′0 − c0u

′
0 = 0,

c0
κ
c1 + (c0f

′ − f) v1 = 0.

(2.70)
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Так как c′0 = κu′0, то в первом и втором уравнении системы (2.70) сокраща-
ются два последних слагаемых и система принимает вид

(c0f
′ − f) c1 − κc0f ′u1 + κc0v1 = 0,

−c0
κ
f ′c1 + (c0f

′ − f) u1 = 0,

c0
κ
c1 + (c0f

′ − f) v1 = 0.

(2.71)

В системе (2.71) функции c1(ξ), u1(ξ) и v1(ξ) неизвестны. Значения c0 и u0
равны значениям скорости звука и скорости горизонтального движения частиц
газа на характеристике f (ξ) и совпадают с параметрами газа в ЦВ.

Во втором и третьем уравнениях системы (2.71) перенесем слагаемые, не
содержащие неизвестных функций u1(ξ) и v1(ξ), в правую часть и разделим их
на (c0f

′ − f), получим выражения для u1(ξ) и v1(ξ), которые подставим в пер-
вое уравнение системы

(c0f
′ − f) c1 − κc0f ′

c1
κ

c0f
′

c0f ′ − f
− κc0

c1
κ

c0
c0f ′ − f

= 0,

u1 =
c1
κ

c0f
′

c0f ′ − f
,

v1 = −c1
κ

c0
c0f ′ − f

.

(2.72)

В первом уравнении системы (2.72) выносим общий множитель c1(ξ) за
скобку и получаем уравнение

c1

[
(c0f

′ − f)2 − (c0f
′)2 − c20

]
c0f ′ − f

= 0.

Числитель дроби тождественно равен нулю, так как совпадает с уравнени-
ем для f (ξ), которое в нашей задаче считается выполненным. Поэтому последнее
равенство выполняется при любом конечном значении c1(ξ), и поэтому это соот-
ношение никаких дополнительных ограничений на c1(ξ) не накладывает.

Таким образом, решением системы (2.71) будут выражения для функций
u1(ξ) и v1(ξ), определенные через функцию c1(ξ)

u1 =
c1
κ

· c0f
′

c0f ′ − f
, v1 = −c1

κ
· c0
c0f ′ − f

. (2.73)

Из выражений (2.73) для функций u1(ξ) и v1(ξ) можно получить соотноше-
ние, которое будет использоваться в дальнейшем

u1 = −f ′v1. (2.74)
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Определение коэффициентов u1(ξ) и v1(ξ) ряда (2.68) закончено.

2.7 Задача Коши для нахождения коэффициента c1(ξ) ряда по степеням ϑ для
искомой функции c(ξ, ϑ)

Для нахождения коэффициента c1(ξ) ряда (2.68), в соответствии с алгорит-
мом построения решения задачи п. 2.5, необходимо систему (2.24) продифферен-
цировать по переменной ϑ и приравнять ϑ = 0. После дифференцирования по ϑ
система (2.24) примет вид [82; 85; 86; 101; 102]

uϑcξ + (u− ξ) cξϑ + κcϑuξ + κcuξϑ + cϑϑ [v − ϑ− f − (u− ξ) f ′] +

+ (vϑ − 1− uϑf
′) cϑ − κcϑf ′uϑ − κcf ′uϑϑ + κcϑvϑ + κcvϑϑ = 0,

cϑ
κ
cξ +

c

κ
cξϑ + uϑuξ + (u− ξ) uξϑ −

c2ϑ
κ
f ′ − c

κ
f ′cϑϑ+

+ [v − ϑ− f − (u− ξ) f ′] uϑϑ + (vϑ − 1− uϑf
′) uϑ = 0,

uϑvξ + (u− ξ) vξϑ +
c2ϑ
κ

+
c

κ
cϑϑ + (v − ϑ− f − (u− ξ) f ′) vϑϑ+

+(vϑ − 1− uϑf
′) vϑ = 0.

(2.75)

В систему (2.75) подставим значение переменной ϑ = 0. При этом в соот-
ветствии с (2.68) будут справедливы следующие соотношения

c|ϑ=0 = c0, cξ|ϑ=0 = c′0, cϑ|ϑ=0 = c1, cξϑ|ϑ=0 = c′1, cϑϑ|ϑ=0 = c2,

u|ϑ=0 = u0, uξ|ϑ=0 = u′0, uϑ|ϑ=0 = u1, uξϑ|ϑ=0 = u′1, uϑϑ|ϑ=0 = u2,

v|ϑ=0 = 0, vξ|ϑ=0 = 0, vϑ|ϑ=0 = v1, vξϑ|ϑ=0 = v′1, vϑϑ|ϑ=0 = v2.

В результате система (2.75) принимает вид

u1c
′
0 − c0c

′
1 + κc1u′0 + κc0u′1 + (v1 − 1− u1f

′) c1 + (c0f
′ − f) c2−

−κf ′c1u1 − κf ′c0u2 + κc1v1 + κc0v2 = 0,

c1c
′
0 + c0c

′
1 + κu1u′0 − κc0u′1 − c21f

′ − c0f
′c2 + κ (c0f

′ − f) u2+

+κ (v1 − 1− u1f
′) u1 = 0,

−κc0v′1 + c21 + c0c2 + κ (v1 − 1− u1f
′) v1 + κ (c0f

′ − f) v2 = 0.

(2.76)

Из второго и третьего уравнения системы (2.76) выразим функции

u2 = − 1

κ (c0f ′ − f)
× (2.77)

×
(
c1c

′
0 + c0c

′
1 + κu1u′0 − κc0u′1 − c21f

′ − c0f
′c2 + κ (v1 − 1− u1f

′) u1
)
,
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v2 = − 1

κ (c0f ′ − f)

[
c21 + c0c2 + κ (v1 − 1− u1f

′) v1 − κc0v′1
]

(2.78)

и подставим выражения для u2(ξ) и v2(ξ) в первое уравнение системы (2.76), в нем
сгруппируем слагаемые, содержащие коэффициент c2(ξ), в результате получим
следующее уравнение

u1c
′
0 − c0c

′
1 + κc1u′0 + κc0u′1 + (v1 − 1− u1f

′) c1 − κf ′c1u1 +
c0f

′

c0f ′ − f
×

×
[
c1c

′
0 + c0c

′
1 + κu1u′0 − κc0u′1 − c21f

′ + κ (v1 − 1− u1f
′) u1

]
+ κc1v1−

− c0
c0f ′ − f

[
c21 + κ (v1 − 1− u1f

′) v1 − κc0v′1
]
+c2

[
(c0f

′ − f)2 − (c0f
′)2 − c20

]
c0f ′ − f

= 0.

Множитель при коэффициенте c2(ξ) тождественно равен нулю, так как
справедливо уравнение (2.40). В результате получаем ДУ относительно коэффи-
циентов c1(ξ), u1(ξ) и v1(ξ)

u1c
′
0 − c0c

′
1 + κc1u′0 + κc0u′1 + (v1 − 1− u1f

′) c1 − κf ′c1u1+

+
c0f

′

c0f ′ − f

[
c1c

′
0 + c0c

′
1 + κu1u′0 − κc0u′1 − c21f

′ + κ (v1 − 1− u1f
′) u1

]
+

+ κc1v1 −
c0

c0f ′ − f

[
c21 + κ (v1 − 1− u1f

′) v1 − κc0v′1
]
= 0, (2.79)

которое можно свести к ДУ относительно неизвестной функции c1(ξ), используя
выражения (2.73) для функций u1(ξ) и v1(ξ).

Сгруппируем множители при (v1 − 1− u1f
′) в уравнении (2.79)

(v1 − 1− u1f
′)

[
c1 + κu1

c0f
′

c0f ′ − f
− κv1

c0
c0f ′ − f

]
=

= (v1 − 1− u1f
′) c1

[
1 +

(
c0f

′

c0f ′ − f

)2

+

(
c0

c0f ′ − f

)2
]
=

= (v1 − 1− u1f
′) c1

[
1 +

c20f
′2 + c20

(c0f ′ − f)2

]
= 2c1 (v1 − 1− u1f

′) .

С учетом последнего выражения перепишем (2.79)

u1c
′
0 − c0c

′
1 + c1c

′
0 + κc0u′1 + 2c1 (v1 − 1− u1f

′)− κf ′c1u1 + κc1v1+ (2.80)

+
c0f

′

c0f ′ − f

[
c1c

′
0 + c0c

′
1 + u1c

′
0 − κc0u′1 − c21f

′]− c0
c0f ′ − f

[
c21 − κc0v′1

]
= 0.

В (2.80) группируем множители при c′1(ξ)
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− c0c
′
1 + κc0u′1 + c′1

c20f
′

c0f ′ − f
− κc0f ′

c0u
′
1

c0f ′ − f
+ κc0

c0v
′
1

c0f ′ − f
=

= c′1c0

[
c0f

′

c0f ′ − f
− 1

]
+ κc0

c0v
′
1

c0f ′ − f
+ κc0u′1

[
1− c0f

′

c0f ′ − f

]
= (2.81)

= c′1
c0f

c0f ′ − f
+ κc0

c0v
′
1

c0f ′ − f
− κc0u′1

f

c0f ′ − f
=
c0 (c

′
1f + κc0v′1 − κfu′1)

c0f ′ − f
.

Подставим (2.81) в (2.80)

c0
c0f ′ − f

(c′1f + κc0v′1 − κfu′1) + (u1 + c1)c
′
0 + 2c1 (v1 − 1− u1f

′)+

+ κc1(v1 − u1f
′) +

c0f
′

c0f ′ − f
(c1 + u1) c

′
0 −

c0(f
′2 + 1)

c0f ′ − f
c21 = 0. (2.82)

С учетом наличия связи (2.74) между коэффициентами u1(ξ) и v1(ξ) пере-
пишем (2.82)

c0
c0f ′ − f

(c′1f + κc0v′1 − κfu′1) + c′0(u1 + c1)
2c0f

′ − f

c0f ′ − f
− 2c1−

− 2
κ + 1

κ
· c0(1 + f ′2)

c0f ′ − f
c21 = 0. (2.83)

Упростим следующие слагаемые выражения (2.83)

c′0(u1 + c1)
2c0f

′ − f

c0f ′ − f
− 2c1 = c′0(u1 + c1)

(
2 +

f

c0f ′ − f

)
− 2c1 = c′0

c1
κ

c′0f

c0f ′ − f
×

×
(
2 +

f

c0f ′ − f

)
+ c1

(
2c′0 − 2 +

c′0f

c0f ′ − f

)
=

c1
κ + 1

(
1 +

f

c0f ′ − f

)2

+

+
c1

κ + 1

(
1 +

f

c0f ′ − f

)
+2c1(c

′
0−1)+c1

c′0f

c0f ′ − f
=

c1f

c0f ′ − f

[
κ + 3

κ + 1
+

u′0f

c0f ′ − f

]
.

Подставим получившееся выражение в уравнение (2.83) и сократим на об-
щий множитель

c0
c0f ′ − f

c′1f + κc0v′1 − κfu′1 + c1
f

c0

(
κ + 3

κ + 1
+

1

κ + 1

f

c0f ′ − f

)
− 2

1 + f ′2

c′0
c21 = 0. (2.84)

Производные u′1(ξ) и v′1(ξ) равны

u′1 =
c′1
κ

c0f
′

c0f ′ − f
+
c1
κ
c0f

′2 − c′0ff
′ − c0ff

′′

(c0f ′ − f)2
,



58

v′1 = −c
′
1

κ
c0

c0f ′ − f
− c1

κ
c0f

′ − c′0f − c20f
′′

(c0f ′ − f)2
.

Выражения для u′1(ξ) и v′1(ξ) подставим в (c′1f + κc0v′1 − κfu′1), после пре-
образований получим

[c′1f + κc0v′1 − κfu′1] = c′1f + c0κ
(
−c

′
1

κ
c0

c0f ′ − f
− c1

κ
c0f

′ − c′0f − c20f
′′

(c0f ′ − f)2

)
−

− κf
[
c′1
κ

c0f
′

c0f ′ − f
+
c1
κ
f ′ (c0f

′ − c′0f)− c0ff
′′

(c0f ′ − f)2

]
=

[
f − c20

c0f ′ − f
− c0ff

′

c0f ′ − f

]
c′1+

+ c1

[
c0

c20f
′′

(c0f ′ − f)2
− c0

c0f
′ − c′0f

(c0f ′ − f)2
− f

f ′ (c0f
′ − c′0f)

(c0f ′ − f)2
+ f

c0ff
′′

(c0f ′ − f)2

]
=

= −c′1
c20 + f 2

c0f ′ − f
+ c1

c0f
′′ (c20 + f 2

)
− (c0f

′ − c′0f) (c0 + ff ′)

(c0f ′ − f)2
. (2.85)

Подставляем выражения (2.85) в (2.80), получаем транспортное уравнение
для неизвестной функции c1(ξ)

c′1
c20 + f 2

c0f ′ − f
− c1

f

c0

(
κ + 3

κ + 1
+

1

κ + 1

f

c0f ′ − f

)
−

− c1 ·
c0f

′′ (c20 + f 2
)
− (c0f

′ − c′0f) (c0 + ff ′)

(c0f ′ − f)2
+

2

c′0
c21

(
c0f

′ − f

c0

)2

= 0. (2.86)

Из дифференциального уравнения (2.40) для f (ξ) можно выразить произ-
водную функции f ′ (ξ) через саму функцию f (ξ)

f ′ =
1

2

(
f

c0
− c0
f

)
. (2.87)

Несложно показать, что

c0f
′ =

f 2 − c20
2f

, c0f
′ − f = −f

2 + c20
2f

,
c0f

′

c0f ′ − f
=
c20 − f 2

f 2 + c20
,

f ′′ =
1

2

(
f ′

c0
− fc′0

c20
− c′0
f

+
c0f

′

f 2

)
=

= −c
′
0

2
· f

2 + c20
c20f

+
1

4
· f

2 − c20
c0f

· f
2 + c20
c0f 2

.

(2.88)

С учетом (2.88) можно переписать транспортное уравнение (2.86) для рас-
сматриваемой ХЗК
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c′1 + c1
c0f

′′ (c20 + f 2
)
− (c0f

′ − c′0f) (c0 + ff ′)

2f (c0f ′ − f)2
−

− c1
2c0

(
2f 2

c20 + f 2
1

κ + 1
− κ + 3

κ + 1

)
−
(
c20 + f 2

)2
4c′0c

2
0f

3
c21 = 0.

В полученном уравнении вычислим коэффициент при c1(ξ)

c0f
′′ (c20 + f 2

)
− (c0f

′ − c′0f) (c0 + ff ′)

2f (c0f ′ − f)2
=

=
2c0ff

′′

c20 + f 2
− 2f (c0f

′ − c′0f) (c0 + ff ′)

(c20 + f 2)
2 . (2.89)

Первое слагаемое в выражении (2.89) с учетом значения f ′′(ξ) равно

2c0ff
′′

c20 + f 2
=

2c0f

c20 + f 2

(
f 2 − c20
4c0f

f 2 + c20
c0f 2

− c′0
2

f 2 + c20
c20f

)
=

= − 1

2c0

(
2c′0 +

c20 − f 2

f 2

)
= − 1

2c0

(
c20
f 2

− 1

β

)
.

Второе слагаемое в выражении (2.89) равно

−2f (c0f
′ − c′0f) (c0 + ff ′)

(c20 + f 2)
2 = − 1

2c0

f 2/β − c20
c20 + f 2

,

отсюда коэффициент при c1(ξ) равен

− 1

2c0

[
2f 2

c20 + f 2
1

κ + 1
− κ + 3

κ + 1
+

f 2 − βc20
β (c20 + f 2)

− 1

β
+
c20
f 2

]
=

= − 1

2c0

[
2f 2

c20 + f 2
1

κ + 1
− κ + 3

κ + 1
+

1− κ
1 + κ

f 2 − βc20
c20 + f 2

− 1− κ
1 + κ

+
c20
f 2

]
=

= − 1

2c0

[
c20
f 2

− 4

κ + 1
+

1

κ + 1

(3− κ)f 2 − (1 + κ)c20
c20 + f 2

]
=

= − 1

2c0

[
c20
f 2

− 4

κ + 1
+

1

κ + 1

(3− κ)f 2 − (1 + κ)c20 ± (1 + κ)f 2

c20 + f 2

]
=

= − 1

2c0

[
c20
f 2

− 4

κ + 1
− 1 +

4

κ + 1

f 2

c20 + f 2

]
= − 1

2c0

[
c20
f 2

− 1− 4

κ + 1

c20
c20 + f 2

]
.

В результате исходное транспортное уравнение (2.86) можно переписать в
нормализованном виде [86; 99; 100]

c′1 −
1

2c0

[
c20
f 2

− 1− 4

κ + 1

c20
c20 + f 2

]
c1 −

κ + 1

κ

(
c20 + f 2

)2
4c20f

3
c21 = 0. (2.90)
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Построим задачу Коши для нахождения коэффициента c1(ξ). Для это-
го необходимо построить уравнение НУ для транспортного уравнения (2.90).
Продифференцируем краевое условие из задачи (2.38) по ϑ и в получившемся
соотношении

w3ϑ|ζ=0 = [g′ (ϑ)w2 + g (ϑ)w2ϑ]|ζ=0

полагается ϑ = 0

w3,1|ζ=0 = g′ϑ (0)w2,0|ζ=0 + g (0)w2,1|ζ=0 ,

здесь g(0) и g′(0) – значения функции g(ϑ) и ее производной по ϑ при ϑ = 0. Так
как w2,0|ζ=0 = u0|ζ=0 = 0, тогда

w3,1|ζ=0 = g (0)w2,1|ζ=0 . (2.91)

По определению w3,1|ζ=0 = −κ
c0
v1

∣∣∣∣
ζ=0

. Найдем w2,1|ζ=0, для этого в систему

из задачи (2.38) подставим значение ϑ = 0. С учетом вида функций w1, w2, w3 и
w′

1ζ , w′
2ζ , w′

3ζ и w′
1ϑ, w′

2ϑ, w′
3ϑ при ϑ = 0 запишем (2.38) в окончательном виде

− c0
κ
f ′w1,1 + (c0f

′ − f)w2,1 =
u′0f

f ′ − tgα
,

(c0f
′ − f)w1,1 − κc0f ′w2,1 =

c′0f

f ′ − tgα
.

(2.92)

Система (2.92) представляет собой СЛАУ, откуда найдем функции w1,1, w2,1

w1,1 = − c′0
f ′ − tgα

, w2,1 = − u′0
f ′ − tgα

.

Подставим в (2.91) выражения для w3,1, w2,1, g (0) и получим

v1|ζ=0 = − u′0
f ′ − tgα

tgα

1 + f ′ tgα

∣∣∣∣
ζ=0

.

С учетом связи между функциями c1(ξ) и v1(ξ), получим НУ для c1(ξ)

c1|ζ=0 =
κ

κ + 1
· c0f

′ − f

c0 (f ′ − tgα)
· tgα

1 + f ′ tgα

∣∣∣∣
ζ=0

. (2.93)

В выражении (2.93) подставим выражение (2.87) для f ′ (ξ) и в результате

c1|ζ=0 = − κ
κ + 1

· c20 + f 2

f 2 − c20 − 2c0f tgα
· 2c0f tgα

2c0f + (f 2 − c20) tgα

∣∣∣∣
ζ=0

. (2.94)
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При ϑ = 0 и ζ = 0 значение ξ = 1, отсюда c0 (ξ = 1) = 1. При подста-
новке выражения c0 (1) в (2.55) или (2.56), в зависимости от значений γ, получим
одно значение функции f(ξ) в точке ξ = 1, а именно f(1) = tgα. Окончатель-
ный вид уравнения НУ

c1(1) =
2κ

κ + 1
· tgα

tg2 α + 1
. (2.95)

Таким образом, задача Коши для нахождения коэффициента c1(ξ) имеет
вид [86; 99; 100]:

c′1 −
1

2c0

[
c20
f 2

− 1− 4

κ + 1

c20
c20 + f 2

]
c1 −

κ + 1

κ

(
c20 + f 2

)2
4c20f

3
c21 = 0,

c1(1) =
2κ

κ + 1
· tgα

tg2 α + 1
.

(2.96)

Первое уравнение задачи (2.96) – ДУ Бернулли, решение которого можно
выписать в квадратурах.

Построение задачи Коши для нахождения коэффициента c1(ξ) закончено.

2.8 Построение решения транспортного уравнения для коэффициента c1(ξ)
в согласованном случае

Далее рассмотрим случай, когда выполняется условие tg2 α = β, тогда
f (ξ) = c0

√
β. Подставим значение f (ξ) в ДУ задачи (2.96), получим [82]

c′1 −
[
1

β
− 1− 4

κ + 1

1

β + 1

]
· c1
2c0

− (1 + β)2

4c′0β
√
β
· c

2
1

c0
= 0, (2.97)

а НУ для (2.97) в согласованном случае

c1(1) =
2κ

κ + 1

√
β

β + 1
=

κ√
β
. (2.98)

Окончательно задача Коши для c1(ξ) в согласованном случае имеет вид

c′1 +
1

κ + 1
· c1
c0

−
√
β

κ (κ + 1)
· c

2
1

c0
= 0, c1(1) =

κ√
β
. (2.99)

Построение решения задачи (2.99) начинается со стандартной замены
c1(ξ) = p(ξ) · q(ξ) для уравнения Бернулли

p′q + pq′ +
1

κ + 1
· pq
c0

−
√
β

κ (κ + 1)
· (pq)

2

c0
= 0, (2.100)
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отсюда получим уравнение для нахождения функции q(ξ)

q′ +
1

κ + 1
· q
c0

= 0,

решением которого является

q (ξ) = exp

(
− 1

κ

∫
dc0
c0

)
= c

−1/κ
0 .

Подставим выражение для q(ξ) в (2.100), получим уравнение для нахож-
дения p (ξ)

p′ −
√
β

κ (κ + 1)
· p2

c
1/κ+1
0

= 0.

После разделения переменных

dp

p2
=

√
β

κ (κ + 1)

dξ

c
1/κ+1
0

=

√
β

κ2

dc0

c
1/κ+1
0

(2.101)

проинтегрируем (2.101), что дает выражение для p (ξ)

p (ξ) =

(
C̃ +

√
β

κ
c
−1/κ
0

)−1

,

отсюда c1 (ξ) равно

c1 (ξ) =

(
C̃c

1/κ
0 +

√
β

κ

)−1

.

Константу интегрирования C̃ найдем из уравнения НУ

κ√
β
=

(
C̃ +

√
β

κ

)−1

, C̃ = 0,

таким образом, в согласованном случае решение задачи (2.99) имеет вид

c1 =
κ√
β
,

отсюда с учетом (2.73) функции u1, v1 равны

u1 =
c1
κ

c0f
′

c0f ′ − f
=
c1
κ

c′0
c′0 − 1

= −c1 = − κ√
β
, v1 = −u1

f ′
=

c1

c′0
√
β
=

κ + 1

β
.
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Непосредственной подстановкой коэффициентов c1, u1, v1 в (2.68) получим
решение задачи (2.24) в согласованном случае

c = c0 +
κ√
β
(η − f) , u = u0 −

κ√
β
(η − f) , v =

κ + 1

β
(η − f) . (2.102)

Если в этом решении выражение для u умножить на −κ и полученное при-
бавить к c, то получится

c− κu = 1 + κu0 − κu0 +
κ√
β
(η − f)− κ√

β
(η − f)κ =

= 1 +
κ√
β
(κ + 1) (η − f) = 1 +

√
βκv,

откуда
c (u,v) = 1 + κu+ κ

√
βv. (2.103)

Полученное равенство (2.103) есть точное решение В.А. Сучкова [39].
Непосредственной подстановкой c0(ξ), u0(ξ) и f(ξ) в систему (2.102) найдем вы-
ражения для c (ξ,η), u (ξ,η) и v (ξ,η).

Для скорости звука

c = c0 +
κ√
β
(η − f) = c0 +

κ√
β
η − κc0 =

= (1− κ)
κξ + 1

κ + 1
+

κ√
β
η =

1

β

(
1 + κξ + κ

√
βη
)
. (2.104)

Для горизонтальной компоненты скорости

u = u0 −
κ√
β
(η − f) = u0 + κc0 −

κ√
β
η =

= ξ

(
1 +

κ (κ − 1)

κ + 1

)
− κ√

β
η − 1

β
=

(
1− κ

β

)
ξ − κ√

β
η − 1

β
. (2.105)

Для вертикальной компоненты скорости

v =
κ + 1

β
(η − f) =

κ + 1

β
η − κ + 1

β

√
βc0 = − κ√

β
ξ + (1− κ) η − 1√

β
. (2.106)

Окончательный вид частного решения (2.102) в переменных ξ, η [82]

c (ξ,η) =
1

β

(
1 + κξ + κ

√
βη
)
,

u (ξ,η) = ξ − c (ξ,η) , v (ξ,η) = η −
√
βc (ξ,η) .

(2.107)



64

Выполним проверку решения (2.107) непосредственной подстановкой в си-

стему (2.6). Для этого найдем
∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
функций c (ξ,η), u (ξ,η), v (ξ,η)

ct =
κ
β
ξt +

κ√
β
ηt = −κ

β

x

t2
− κ√

β

y

t2
,

cx =
κ
β
ξx +

κ√
β
ηx =

κ
β

1

t
, cy =

κ
β
ξy +

κ√
β
ηy =

κ√
β

1

t
,

ut = ξt − ct = −
(
1− κ

β

)
x

t2
+

κ√
β

y

t2
,

ux = ξx − cx =

(
1− κ

β

)
1

t
, uy = ξy − cy = − κ√

β

1

t
,

vt = ηt −
√
βct =

κ√
β

x

t2
− (1− κ)

y

t2
,

vx = ηx −
√
βcx = − κ√

β

1

t
, vy = ηy −

√
βcy = (1− κ)

1

t
.

Подставим полученные выражения в первое уравнение системы (2.6)

−κ
β

x

t2
− κ√

β

y

t2
+ u

κ
β

1

t
+ v

κ√
β

1

t
+ κc

[(
1− κ

β

)
1

t
+ (1− κ)

1

t

]
= 0. (2.108)

Сократим (2.108) на κ/t, подставим выражения для u и v из (2.107)

− ξ

β
− η√

β
+
ξ

β
− c

β
+

η√
β
− c+ 2c− κ

β
c− κc = 0. (2.109)

После приведения подобных слагаемых в (2.109) получаем тождество

−1

β
+ 1− κ

β
− κ =

2κ
κ + 1

− 2κ
κ + 1

≡ 0.

Для второго уравнения системы (2.6)

−
(
1− κ

β

)
x

t2
+

κ√
β

y

t2
+

(
1− κ

β

)
u

t
− κ√

β

v

t
+
c

κ
κ
β

1

t
= 0. (2.110)

Сократим (2.110) на 1/t, подставим выражения для u и v из (2.107)

−ξ
(
1− κ

β

)
+

κ√
β
η + ξ

(
1− κ

β

)
− c

(
1− κ

β

)
− κ√

β
η + κc+

c

β
= 0.

После сокращения на c и приведения подобных слагаемых получим тож-
дество

−1 +
κ
β
+ κ +

1

β
= − (1− κ) +

κ + 1

β
= − (1− κ) + (1− κ) ≡ 0.
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Третье уравнение системы (2.6)

κ√
β

x

t2
− (1− κ)

y

t2
− κ√

β

u

t
+ (1− κ)

v

t
+
c

κ
κ√
β

1

t
= 0. (2.111)

Сократим (2.111) на 1/t и подставим выражения для u и v из (2.107)

−η (1− κ) +
κ√
β
ξ − κ√

β
(ξ − c) + (1− κ)

(
η −

√
βc
)
+

c√
β
= 0. (2.112)

В результате сокращения слагаемых в (2.112) получаем тождество

κ − (1− κ) β + 1 = κ + 1− (1− κ)
κ + 1

1− κ
≡ 0.

Выполненная проверка показывает, что построенное частное решение
(2.107) задачи (2.24) в согласованном случае не содержит коэффициентов ря-
да для i ⩾ 2.

Выражения (2.104), (2.105) и (2.106), пользуясь обратным преобразованием
замены (2.7), можно записать в координатах (t, x, y) [82]

c (t, x, y) =
1

β

(
1 + κ

x

t
+ κ

√
β
y

t

)
, (2.113)

u (t, x, y) =

(
1− κ

β

)
x

t
− κ√

β

y

t
− 1

β
, (2.114)

v (t, x, y) = − κ√
β

x

t
+ (1− κ)

y

t
− 1√

β
. (2.115)

Выражения (2.113), (2.114) и (2.115) для функций c, u и v есть автомодельное
решение СУГД задачи (2.24) в пространстве физических переменных (t, x, y) для
случая выполнения соотношения tg2 α = (γ + 1)/(3 − γ) между тангенсом угла
наклона косой стенки α и показателем политропы газа γ.

Построение решения задачи (2.24) в пространстве физических переменных
(t,x,y) в согласованном случае закончено.

2.9 Построение решения транспортного уравнения для коэффициента c1(ξ)
в несогласованном случае, когда γ = 3 (κ = 1)

Построим решение задачи (2.96) в несогласованном случае, когда γ = 3

(κ = 1), тогда функция f (ξ), задающая звуковую характеристику AD, имеет вид

f (ξ) = c0
√

tg2 α− 2 ln c0.
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Запишем f (ξ) в следующем виде

f (ξ) = c0 (ξ)R1 (ξ) , R1(ξ) =
√
tg2 α− 2 ln c0,

тогда ДУ задачи (2.96) можно упростить

c′1 −
[
1

R2
1

− 1− 2

R2
1 + 1

]
· c1
2c0

−
(
1 + R2

1

)2
2R3

1

· c
2
1

c0
= 0, (2.116)

а НУ для (2.116)

c1(1) =
tgα

tg2 α + 1
. (2.117)

Уравнения (2.116), (2.117) – задача Коши для транспортного уравнения c1(ξ)
в случае, когда κ = 1 (γ = 3).

Запишем функцию c1(ξ) как произведение c1(ξ) = q1(ξ)p1(ξ) и подставим
в ДУ (2.116)

p′1q1 + (q′1 − P1(ξ)q1) · p1 −Q1(ξ) · p21q21 = 0, (2.118)

где P1(ξ) =
1

2c0

[
1

R2
1

− 1− 2

R2
1 + 1

]
, а Q1(ξ) =

(
1 + R2

1

)2
2c0R3

1

.

Коэффициент при p1(ξ) в уравнении (2.118) зануляется, и значение q1(ξ) на-
ходится из решения ДУ

q′1 − P1(ξ)q1 = 0, (2.119)

где решение (2.119)

q1(ξ) = exp

(∫
P1(ξ)dξ

)
.

Найдем значение интеграла, стоящего в показателе экспоненты∫
P1(ξ)dξ = −

∫
dξ

2c0
+

∫
dξ

2c0R2
1

−
∫

dξ

2c0 (R2
1 + 1)

=

∣∣∣∣12dξ = dc0

∣∣∣∣ =
= −

∫
dc0
c0

+

∫
dc0

c0 (tg2 α− 2 ln c0)
−
∫

2dc0
c0 (tg2 α + 1− 2 ln c0)

.

Сделаем замену переменных

t = ln c0, dt =
dc0
c0
,
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тогда∫
P1(ξ)dξ = − ln c0+

∫
dt

tg2 α− 2t
− 2

∫
dt

tg2 α + 1− 2t
= ln

(
tg2 α + 1− 2t

)
−

− ln c0− ln
√
tg2 α− 2t = ln

tg2 α + 1− 2t

c0
√

tg2 α− 2t
= ln

tg2 α + 1− 2 ln c0

c0
√
tg2 α− 2 ln c0

= ln
R2

1 + 1

c0R1
,

отсюда

q1 (ξ) =
R2

1 + 1

c0R1
.

Зная q1 (ξ), найдем p1 (ξ)

dp1
p21

= Q1(ξ)q1(ξ)dξ =

(
1 + R2

1

)2
2c0R3

1

R2
1 + 1

c0R1
dξ, (2.120)

отсюда

C̃ − 1

p1
=

∫ (
1 + R2

1

)3
c20R

4
1

dc0. (2.121)

Вычислим интеграл, стоящий в правой части выражения (2.121)∫ (
1 + R2

1

)3
c20R

4
1

dc0 =

∫
dc0
c20R

4
1

+ 3

∫
dc0
c20R

2
1

+ 3

∫
dc0
c20

+

∫
R2

1dc0
c20

= − 3

c0
+ (2.122)

+

∫
dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

2 + 3

∫
dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

+

∫
dc0
c20

(
tg2 α− 2 ln c0

)
=

= − 3

c0
− tg2 α

c0
+

∫
dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

2 + 3

∫
dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

− 2

∫
ln c0
c20

dc0.

Найдем значение каждого интеграла в выражении (2.122). Первый интеграл
берем по частям, здесь dv = dc0/c

2
0, v = −1/c0, а u = ln c0, du = dc0/c0, тогда∫

ln c0dc0
c20

= u · v −
∫
vdu = − 1

c0
ln c0 +

∫
dc0
c20

= − 1

c0
(ln c0 + 1) . (2.123)

Второй интеграл также берем по частям, здесь dv = dc0/c
2
0, v = −1/c0, а

u = 1/
(
tg2 α− 2 ln c0

)
, du = 2dc0/c

2
0

(
tg2 α− 2 ln c0

)2, в результате получаем∫
dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

= u · v −
∫
vdu =

= − 1

c0 (tg2 α− 2 ln c0)
+

∫
2dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

2 . (2.124)

Подставим (2.123) и (2.124) в (2.122), в результате получим∫ (
1 + R2

1

)3
c20R

4
1

dc0 = −3 + tg2 α

c0
− 2

c0
(1 + ln c0)−

3

c0 (tg2 α− 2 ln c0)
+ 7I1 (ξ) ,
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здесь I1 (ξ) =
∫ dc0

c20 (tg
2 α− 2 ln c0)

2 .

С учетом этого выражение p1(ξ) переписывается в следующем виде

p1(ξ) =

[
C̃ − 1

c0

(
2 ln c0 − tg2 α− 1

)
+

3

c0 (tg2 α− 2 ln c0)
− 7I1 (ξ)

]−1

. (2.125)

Выражение для коэффициента c1(ξ) в рассматриваемом случае

c1 (ξ) =
tg2 α + 1− 2 ln c0

c0
√
tg2 α− 2 ln c0

×

×
[
C̃ − 1

c0

(
2 ln c0 − tg2 α− 1

)
+

3

c0 (tg2 α− 2 ln c0)
− 7I1 (ξ)

]−1

=

=
c20 + f 2

c0f

[
C̃c0 + 1 +

f 2

c20
+

3c20
f 2

− 7c0I1 (ξ)

]−1

. (2.126)

Значение константы интегрирования C̃ определяется из НУ (2.117)
tgα

tg2 α + 1
=

tg2 α + 1

tgα

1

C̃ + tg2 α + 1 + 3
tg2 α

− 7I1 (1)
, C̃ = 7I1 (1) + 1− 2

tg2 α
.

Окончательное выражение для c1(ξ) в рассматриваемом случае

c1 (ξ) =
c20 + f 2

c0f
×

×
[(

1− 2

tg2 α

)
c0 + 1 +

f 2

c20
+

3c20
f 2

− 7c0 (I1 (ξ)− I1 (1))

]−1

. (2.127)

Коэффициенты u1(ξ) и v1(ξ) равны

u1 (ξ) =
c20 − f 2

c0f
×

×
[(

1− 2

tg2 α

)
c0 + 1 +

f 2

c20
+

3c20
f 2

− 7c0 (I1 (ξ)− I1 (1))

]−1

. (2.128)

v1 (ξ) =
2(

1− 2

tg2 α

)
c0 + 1 +

f 2

c20
+

3c20
f 2

− 7c0 (I1 (ξ)− I1 (1))

. (2.129)

Выражение I1 (ξ) − I1 (1) равно значению интеграла с переменным верх-
ним пределом

I1 (ξ)− I1 (1) =

∫ ξ

1

dc0 (ξ
′)

(c0 (ξ′))
2 (tg2 α− 2 ln c0 (ξ′))

2 . (2.130)

Построение решения транспортного уравнения для c1(ξ) в несогласованном
случае при γ = 3 (κ = 1) закончено.



69

2.10 Построение решения транспортного уравнения для коэффициента c1(ξ)
в несогласованном случае, когда γ ̸= 3 (κ ̸= 1)

Построим решение транспортного уравнения для c1(ξ) в несогласованном
случае, когда γ ̸= 3 (κ ̸= 1). Функция f (ξ), задающая звуковую характеристику
AD, имеет вид (см. п. 2.3)

f (ξ) = c0

√
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β).

Перепишем f(ξ)

f(ξ) = c0(ξ)R(ξ), R(ξ) =

√
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β),

тогда ДУ задачи (2.96) можно упростить до следующего вида [86]

c′1 −
[
1

R2
− 1− 4

κ + 1

1

R2 + 1

]
· c1
2c0

−
(
1 + R2

)2
4c′0R

3
· c

2
1

c0
= 0, (2.131)

где НУ для (2.131)

c1(1) =
2κ

κ + 1

tgα

tg2 α + 1
. (2.132)

Система уравнений (2.131) и (2.132) – задача Коши для коэффициента c1(ξ)
в несогласованном случае, когда κ ̸= 1 (γ ̸= 3) [86].

Построим решение (2.131) и (2.132), для этого запишем функцию c1(ξ) как
произведение c1(ξ) = q(ξ)p(ξ) и подставим в первое уравнение задачи (2.131)

p′q + (q′ − P (ξ) q) · p−Q (ξ) · p2q2 = 0,

P (ξ) =
1

2c0

[
1

R2
− 1− 4

κ + 1

1

R2 + 1

]
, Q (ξ) =

(
1 + R2

)2
4c′0c0R

3
.

(2.133)

Коэффициент при p(ξ) в уравнении (2.133) зануляется, и функция q(ξ) на-
ходится из решения ДУ

q′ − P (ξ) q = 0, q (ξ) = exp

(∫
P (ξ) dξ

)
. (2.134)

Найдем значение интеграла, стоящего в показателе экспоненты∫
P (ξ) dξ =

1

2c′0

∫
dc0

c0

(
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β)

) − 1

2c′0

∫
dc0
c0

−

− 2

κ

∫
dc0

c0

(
β + 1 + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β)

) . (2.135)
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В выражении (2.135) средний интеграл табличный, для того чтобы взять два
оставшихся, необходимо сделать замену переменных

z = c
1/κ
0 , c0 = zκ, dc0 = κzκ−1dz, (2.136)

в результате∫
P (ξ) dξ =

κ + 1

2

∫
zκ−2dz

βzκ−1 + tg2 α− β
− ln c0

2c′0
−2

∫
zκ−2dz

(β + 1)zκ−1 + tg2 α− β
=

= −1

2
ln
(
βzκ−1 +

(
tg2 α− β

))
− 1

2
ln zκ+1 + ln

(
(β + 1)zκ−1 +

(
tg2 α− β

))
=

= ln
(
(β + 1)zκ−1 +

(
tg2 α− β

))
− 1

2
ln
(
βz2κ + zκ+1

(
tg2 α− β

))
=

= ln

c(κ−1)/κ
0

(
β + 1 + c

(1−κ)/κ
0

(
tg2 α− β

))
c0

√
β + c

(1−κ)/κ
0 (tg2 α− β)

 .

Отсюда q (ξ) равно

q (ξ) =
c
(κ−1)/κ
0

(
β + 1 + c

(1−κ)/κ
0

(
tg2 α− β

))
c0

√
β + c

(1−κ)/κ
0 (tg2 α− β)

=
c20 + f 2

c
(κ+1)/κ
0 f

=
1 + R2

c
1/κ
0 R

. (2.137)

Функция p (ξ) – решение уравнения

dp

p2
=

1

c′0
Q(c0)q(c0)dc0, C̃ − 1

p
=

(
κ + 1

2κ

)2 ∫ (
1 + R2

)3
c
(κ+1)/κ
0 R4

dc0. (2.138)

Вычислим интеграл, стоящий в правой части выражения (2.138)∫ (
1 + R2

)3
c
(κ+1)/κ
0 R4

dc0 =

∫
dc0

c
(κ+1)/κ
0 R4

+3

∫
dc0

c
(κ+1)/κ
0 R2

+3

∫
dc0

c
(κ+1)/κ
0

+

∫
R2dc0

c
(κ+1)/κ
0

=

= (β + 3)

∫
dc0

c
1+1/κ
0

+
(
tg2 α− β

) ∫ dc0
c20

+ 3

∫
dc0

c
1+1/κ
0

(
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β)

)+
+

∫
dc0

c
1+1/κ
0

(
β + c

1/κ−1
0 (tg2 α− β)

)2 .
После замены (2.136) интеграл переписывается∫ (
1 + R2

)3
c
(κ+1)/κ
0 R4

dc0 = −κ (β + 3)

c
1/κ
0

−
(
tg2 α− β

)
c0

+ 3κ
∫

zκ−3dz

(zκ−1β + (tg2 α− β))
+

+ κ
∫

dz

z4−2κ (zκ−1β + (tg2 α− β))
2 . (2.139)



71

Последний интеграл в выражении (2.139) берется по частям∫
z2κ−4dz

(zκ−1β + (tg2 α− β))
2 =

1

β (κ − 1)

∫
zκ−2dβzκ−1

(zκ−1β + (tg2 α− β))
2 =

=
1

κ + 1

[
− zκ−2

zκ−1β + (tg2 α− β)
+ (κ − 2)

∫
zκ−3dz

zκ−1β + (tg2 α− β)

]
. (2.140)

Значение интеграла (2.140) подставим в (2.139)∫ (
1 + R2

)3
c
(κ+1)/κ
0 R4

dc0 = −κ (β + 3)

c
1/κ
0

−
(
tg2 α− β

)
c0

+

+
κ

κ + 1
· zκ−2

zκ−1β + (tg2 α− β)
+

κ (2κ + 5)

κ + 1

∫
zκ−3dz

zκ−1β + (tg2 α− β)
. (2.141)

Далее (2.141) подставим в (2.138), получим(
C̃ − 1

p

)(
2κ

κ + 1

)2

=

= − 1

c
1/κ
0

(
2κ − 1 +

f 2

c20
− κ

κ + 1
· c

2
0

f 2

)
+

κ (2κ + 5)

κ + 1
I (ξ) , (2.142)

здесь I (ξ) =
∫ dz

z2 (β + z1−κ (tg2 α− β))
. Из (2.142) выразим функцию p(ξ)

p (ξ) = c
1/κ
0 × (2.143)

× 1

C̃c
1/κ
0 +

(
κ + 1

2κ

)2(
2κ − 1 +

f 2

c20
− κ

κ + 1
· c

2
0

f 2

)
− (κ + 1)(2κ + 5)

4κ
c
1/κ
0 I (ξ)

.

С учетом (2.137) и (2.143) запишем функцию c1(ξ)

c1 (ξ) =
c20 + f 2

c0f
× (2.144)

× 1

C̃c
1/κ
0 +

(
κ + 1

2κ

)2(
2κ − 1 +

f 2

c20
− κ

κ + 1
· c

2
0

f 2

)
− (κ + 1)(2κ + 5)

4κ
c
1/κ
0 I (ξ)

.

Значение константы интегрирования C̃ найдем из НУ для c1(ξ) (2.144)

2κ
κ + 1

tgα

tg2 α + 1
=

tg2 α + 1

tgα
× (2.145)

×

[
C̃ +

(
κ + 1

2κ

)2(
2κ − 1 + tg2 α− κ

κ + 1

1

tg2 α

)
− (κ + 1)(2κ + 5)

4κ
I (1)

]−1

,
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в результате получим

C̃ =
κ + 1

2κ

(
κ − 1

2κ
tg2 α +

3

2 tg2 α
+

3

2
− κ +

1

2κ
+

2κ + 5

2
I (1)

)
,

и подставим в (2.144), тогда окончательно получим выражение для c1(ξ) в рас-
сматриваемом случае

c1 (ξ) =
2κ

κ + 1

c20 + f 2

c0f
M (ξ)−1 , (2.146)

где M (ξ) равно

M (ξ) = c
1/κ
0

(
κ − 1

2κ
tg2 α +

3

2 tg2 α
+

3

2
− κ +

1

2κ

)
+ κ +

1

2
− 1

2κ
+

+
κ + 1

2κ
f 2

c20
− 1

2

c20
f 2

− 2κ + 5

2
c
1/κ
0 (I (ξ)− I (1)) .

Зная c1(ξ), найдем пару функций u1(ξ) и v1(ξ)

u1 (ξ) =
2

κ + 1

c20 − f 2

c0f
M (ξ)−1 , v1 (ξ) =

4

κ + 1
M (ξ)−1 .

Построение решения транспортного уравнения для c1(ξ) в несогласованном
случае при γ ̸= 3 (κ ̸= 1) закончено.

2.11 Получение n-ых коэффициентов ряда cn(ξ), un(ξ), vn(ξ) по степеням ϑ
для искомых функций c(ξ, ϑ), u(ξ, ϑ), v(ξ, ϑ)

Согласно алгоритму решения исходной НКЗ, описанному в п. 2.5, чтобы
найти коэффициенты un(ξ) и vn(ξ), необходимо систему (2.3) продифференциро-
вать n раз по ϑ и подставить значение ϑ = 0. Для нахождения коэффициента cn(ξ)
систему (2.3) дифференцируют n + 1 раз по ϑ и задают ϑ = 0. В данном разделе
приводится построение задачи Коши для нахождения коэффициента cn(ξ).

Рассмотрим исходную СУГД, описывающую течение в области ДВ, в
векторно-матричном виде в переменных ξ, ϑ (см. [103; 104])

[B− f ′A]Uϑ +AUξ = 0, (2.147)

где матрицы A, B задаются выражениями (2.17), а U = (c, u, v)T .
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В (2.147) матрицы B, [B− f ′A] запишем следующим образом

B =

 b11 0 κc
0 b11 0

c/κ 0 b11

 , [B− f ′ (ξ)A] =

 a11 −κcf ′ κc
−cf ′/κ a11 0

c/κ 0 a11

 ,

где b11 = v − ϑ − f , a11 = v − ϑ − f − f ′ (u− ξ).
Подставим в матрицы A, B, [B− f ′A] значения ϑ = 0, U = U0, где

U0 = (c0, u0, 0)
T

A|U=U0
ϑ=0

=

u0 − ξ κc0 0

c0/κ u0 − ξ 0

0 0 u0 − ξ

 =

 u0 κc0 0

c0/κ u0 0

0 0 u0

− ξE. (2.148)

Введем обозначение

A0 =

 u0 κc0 0

c0/κ u0 0

0 0 u0

 ,

тогда (2.148) перепишем в виде

A|U=U0
ϑ=0

= A0 − ξE. (2.149)

Далее рассмотрим матрицу B при ϑ = 0, U = U0

B|U=U0
ϑ=0

=

 −f 0 κc0
0 −f 0

c0/κ 0 −f

 =

 0 0 κc0
0 0 0

c0/κ 0 0

− f E.

По аналогии с A0 введем обозначение

B0 =

 v0 0 κc0
0 v0 0

c0/κ 0 v0

 ,

значение v0 = 0, тогда

B|U=U0
ϑ=0

= B0 − f E. (2.150)

С учетом (2.149) и (2.150) запишем матрицу [B− f ′A] при ϑ = 0,U = U0

[B− f ′A]|U=U0
ϑ=0

= [B0 − fE− f ′ (A0 − ξE)] =

= [B0 − f ′A0] + (f ′ξ − f)E. (2.151)
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Подставим (2.149), (2.150) и (2.151) в (2.147) при ϑ = 0, U = U0

[B0 − f ′A0]U1 + (f ′ξ − f)E ·U1 + (A0 − ξE)U′
0 = 0, (2.152)

где U1 = (c1, u1, v1)
T , U′

0 = (c′0, u
′
0, 0)

T .
Далее для простоты записи будем писать

(A)0 = A0 − ξE, (B)0 = B0 − f E,

отсюда

[B− f ′A]0 = [(B)0 − f ′(A)0] = [B0 − f ′A0 + (f ′ξ − f)E] ,

тогда (2.152) будет иметь вид

[B− f ′A]0U1 + (A)0U
′
0 = 0,

а его решением будут известные выражения (2.73).
Построим уравнение для нахождения коэффициента ряда c1 (ξ). Для этого

продифференцируем уравнение (2.147) по ϑ

[B− f ′A]ϑUϑ + [B− f ′A]Uϑϑ +AϑUξ +AUξϑ = 0. (2.153)

Вычислим Aϑ, Bϑ и подставим в них значение ϑ = 0, U = U0

Aϑ =

 uϑ κcϑ 0

cϑ/κ uϑ 0

0 0 uϑ

 , Aϑ|U=U0
ϑ=0

= A1 =

 u1 κc1 0

c1/κ u1 0

0 0 u1

 ,

Bϑ =

vϑ − 1 0 κcϑ
0 vϑ − 1 0

cϑ/κ 0 vϑ − 1

 , Bϑ|U=U0
ϑ=0

=

v1 − 1 0 κc1
0 v1 − 1 0

c1/κ 0 v1 − 1

 ,

отсюда
Bϑ|U=U0

ϑ=0
= B1 − E.

Запишем (2.153) с учетом A, B, Aϑ, Bϑ при ϑ = 0, U = U0

[B1 − E− f ′A1]U1 + [B− f ′A]0U2 +A1U
′
0 + (A)0U

′
1 = 0. (2.154)

Уравнение (2.154) можно записать иначе[
B− f ′A

]
0
U2 − E ·U1 + (A)0U

′
1+

+
1∑

k=1

(
k

1

)[[
Bk − f ′Ak

]
U2−k +AkU

′
1−k

]
= 0. (2.155)
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Система ДУ (2.155) для коэффициентов c1, u1 и v1, записанная в векторно-
матричной форме, далее используется для построения транспортного уравнения
для нахождения коэффициента ряда c1 (ξ). При этом выполняется тожде-
ство det [B− f ′A]0 ≡ 0.

Построим дифференциальное уравнение для нахождения коэффициента
cn (ξ) ряда. Для этого n раз дифференцируем уравнение (2.147) по ϑ

([B− f ′A]Uϑ)
(n)
ϑ + (AUξ)

(n)
ϑ = 0,

в результате получим
n∑

k=0

(
k

n

)[(
B

(k)
ϑ − f ′ξA

(k)
ϑ

)
U

(n+1−k)
ϑ +A

(k)
ϑ U

(n−k)
ϑξ

]
= 0. (2.156)

Найдем матрицы A
(k)
ϑ , B(k)

ϑ при ϑ = 0, U = U0

A
(k)
ϑ =

 u
(k)
ϑ κc(k)ϑ 0

c
(k)
ϑ /κ u

(k)
ϑ 0

0 0 u
(k)
ϑ

 , A
(k)
ϑ

∣∣∣
U=U0
ϑ=0

= Ak =

 uk κck 0

ck/κ uk 0

0 0 uk

 , (2.157)

B
(k)
ϑ =

 v
(k)
ϑ 0 κc(k)ϑ

0 v
(k)
ϑ 0

c
(k)
ϑ /κ 0 v

(k)
ϑ

 , B
(k)
ϑ

∣∣∣
U=U0
ϑ=0

= Bk =

 vk 0 κck
0 vk 0

ck/κ 0 vk

 . (2.158)

Выражения (2.157), (2.158) определены при k ⩾ 0. Векторы U
(k)
ϑ и U

(k)
ϑξ

при ϑ = 0 равны

U
(k)
ϑ

∣∣∣
U=U0
ϑ=0

= Uk = (ck, uk, vk)
T , U

(k)
ϑξ

∣∣∣
U=U0
ϑ=0

= U′
k = (c′k, u

′
k, v

′
k)

T
.

Из (2.156) получим[
B− f ′A

]
0
Un+1 − nE ·Un + (A)0U

′
n+

+
n∑

k=1

(
k

n

)[ (
Bk − f ′ξAk

)
Un+1−k +AkU

′
n−k

]
= 0, (2.159)

где det [B− f ′A]0 ≡ 0.
Запишем каждое уравнение системы (2.159) в явном виде. Первое уравне-

ние системы (2.159)

(c0f
′ − f) cn+1 − κc0f ′un+1 + κc0vn+1 − c0c

′
n + κc0u′n − ncn+ (2.160)

+
n∑

k=1

(
k

n

)[
(vk − f ′uk) cn+1−k − κckf ′un+1−k + κckvn+1−k + ukc

′
n−k + κcku′n−k

]
= 0.
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Второе уравнение системы (2.159)

− c0
κ
f ′cn+1 + (c0f

′ − f) un+1 +
c0
κ
c′n − c0u

′
n − nun+

+
n∑

k=1

(
k

n

)[
−ck
κ
f ′cn+1−k + (vk − f ′uk) un+1−k +

ck
κ
c′n−k + uku

′
n−k

]
= 0. (2.161)

Третье уравнение системы (2.159)

c0
κ
cn+1 + (c0f

′ − f) vn+1 − c0v
′
n − nvn +

n∑
k=1

(
k

n

)[
ck
κ
cn+1−k+

+(vk − f ′uk) vn+1−k + ukv
′
n−k

]
= 0. (2.162)

Из (2.161) и (2.162) выразим un+1, vn+1

un+1 =
1

c0f ′ − f

[
c0
κ
f ′cn+1 −

c0
κ
c′n + c0u

′
n + nun−

−
n∑

k=1

(
k

n

)[
−ck
κ
f ′cn+1−k + (vk − f ′uk) un+1−k +

ck
κ
c′n−k + uku

′
n−k

]]
, (2.163)

vn+1 =
1

c0f ′ − f

[
−c0
κ
cn+1 + c0v

′
n + nvn −

n∑
k=1

(
k

n

)[
ck
κ
cn+1−k+

+(vk − f ′uk) vn+1−k + ukv
′
n−k

]]
. (2.164)

В выражениях (2.163) и (2.164) при замене n + 1 → n получим выражения
для коэффициентов un, vn. При n = 0 получим выражения для u1, v1 (см. формулы
(2.73)), а при n = 1 получим известные выражения для u2 и v2 (см. (2.77), (2.78)).

Подставим un+1, vn+1 в уравнение (2.160) и сгруппируем слагаемые, содер-
жащие коэффициент cn+1, в результате получим следующее уравнение

cn+1

[
(c0f

′ − f)2 − (c0f
′)2 − c20

]
c0f ′ − f

− κc0f ′

c0f ′ − f

[
−c0
κ
c′n + c0u

′
n + nun−

−
n∑

k=1

(
k

n

)[
−ck
κ
f ′cn+1−k + (vk − f ′uk) un+1−k +

ck
κ
c′n−k + uku

′
n−k

]]
+
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+
κc0

c0f ′ − f

[
c0v

′
n + nvn −

n∑
k=1

(
k

n

)[ck
κ
cn+1−k + (vk − f ′uk) vn+1−k + ukv

′
n−k

]]
−

− c0c
′
n + κc0u′n − ncn +

n∑
k=1

(
k

n

)[
(vk − f ′uk) cn+1−k − κckf ′un+1−k+

+κckvn+1−k + ukc
′
n−k + κcku′n−k

]
= 0. (2.165)

Множитель при коэффициенте cn+1 тождественно равен нулю, так как спра-
ведливо уравнение det [B− f ′A]0 ≡ 0.

В (2.165) сгруппируем подобные слагаемые, в результате приведем исход-
ное уравнение для функции cn к более простому виду относительно коэффициен-
тов cn, un и vn, в котором коэффициенты ck, uk и vk при k < n известны(
fc′n + κc0v′n − κfu′n

)
+ n

(
κvn − κf ′un −

c0f
′ − f

c0
cn

)
− (2.166)

−
n∑

k=1

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
= 0.

Сумму слагаемых по k от 1 до n в формуле (2.166) запишем следующим
образом: члены суммы для k = 1 и k = n выпишем отдельно, остальные члены
ряда запишем в виде суммы по k от 2 до (n− 1)

n∑
k=1

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
=

= n

[(
v1 − f ′u1 − c1

c0f
′ − f

c0

)(
κvn − κf ′un −

c0f
′ − f

c0
cn

)
+ κu1v′n−1−

−c′n−1

(
f ′c1 + u1

c0f
′ − f

c0

)
−κu′n−1

(
f ′u1 + c1

c0f
′ − f

c0

)]
−c′0

(
f ′cn + un

c0f
′ − f

c0

)
+

+

(
vn − f ′un − cn

c0f
′ − f

c0

)(
κv1 − κf ′u1 −

c0f
′ − f

c0
c1

)
−c′0

(
f ′un + cn

c0f
′ − f

c0

)
+
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+
n−1∑
k=2

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
. (2.167)

Подставим в выражение (2.167) выражения для функций u1, v1, в резуль-
тате получим

n∑
k=1

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
=

= nc1

[
−c0f

′ − f

c′0c0

(
κvn − κf ′un −

c0f
′ − f

c0
cn

)
−c′n−1

f ′

c′0
−u′n−1

c0f
′2 (κ + 1) + κ
c0f ′ − f

+

+
c0f

′

c0f ′ − f
v′n−1

]
−2c1

c0f
′ − f

c0

(
vn − f ′un − cn

c0f
′ − f

c0

)
−c′0

2c0f
′ − f

c0
(cn + un)+

+
n−1∑
k=2

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
. (2.168)

Подставим выражение (2.168) в (2.166), после приведения подобных слага-
емых получим следующее уравнение(
fc′n + κc0v′n − κfu′n

)
+ n

(
1 +

c1
c′0

c0f
′ − f

c0

)(
κvn − κf ′un −

c0f
′ − f

c0
cn

)
+

+ 2c1
c0f

′ − f

c0

(
vn − f ′un −

c0f
′ − f

c0
cn

)
+ nc′n−1

f ′

c′0
c1 + nu′n−1c1

(κ + 1)c0f
′2 + κ

c0f ′ − f
−

− nc1
c0f

′

c0f ′ − f
v′n−1 + c′0

2c0f
′ − f

c0
(cn + un)− (2.169)

−
n−1∑
k=2

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]
= 0.

Перепишем выражения (2.163), (2.164) при i = n следующим образом
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un =
cn
κ

c0f
′

c0f ′ − f
+Rn−1, vn = −cn

κ
c0

c0f ′ − f
+Qn−1,

где функции Rn−1 (ξ) и Qn−1 (ξ) имеют вид

Rn−1 (ξ) =
1

c0f ′ − f

[
−c0
κ
c′n−1 + c0u

′
n−1 + (n− 1)un−1− (2.170)

−
n−1∑
k=1

(
k

n− 1

)(
− ck

κ
f ′cn−k + (vk − f ′uk) un−k + uku

′
n−1−k +

ck
κ
c′n−1−k

)]
,

Qn−1 (ξ) =
1

c0f ′ − f

[
c0v

′
n−1 + (n− 1)vn−1−

−
n−1∑
k=1

(
k

n− 1

)(
ck
κ
cn−k + (vk − f ′uk) vn−k + ukv

′
n−1−k

)]
. (2.171)

Отсюда u′n и v′n равны

u′n =
c′n
κ

c0f
′

c0f ′ − f
+
cn
κ

(
c0f

′

c0f ′ − f

)′
+R′

n−1,

v′n = −c
′
n

κ
c0

c0f ′ − f
− cn

κ

(
c0

c0f ′ − f

)′
+Q′

n−1.

С учетом выражений для u′n, v′n найдем, чему равно fc′n + κc0v′n − κfu′n

fc′n + κc0v′n − κfu′n = c′n

(
f − c20

c0f ′ − f
− c0ff

′

c0f ′ − f

)
−

− cn

[
c0

(
c0

c0f ′ − f

)′
+ f

(
f

c0f ′ − f

)′]
+ κ

(
c0Q

′
n−1 − fR′

n−1

)
=

= 2fc′n − cn

[
c0

(
c0

c0f ′ − f

)′
+ f

(
f

c0f ′ − f

)′]
+ κ

(
c0Q

′
n−1 − fR′

n−1

)
.

После приведения подобных слагаемых в (2.169) получим ДУ для коэффи-
циента cn(ξ) при n ⩾ 2

c′n − Pn (ξ) cn + Sn−1 (ξ) = 0, (2.172)

где функции Pn (ξ) и Sn−1 (ξ) задаются следующими выражениями

Pn (ξ) =
c0
2

(
2− n

f 2
− n

c20
− 4

κ + 1

1

c20 + f 2

)
+ (n+ 1)c1

(
c20 + f 2

)2
4c′0c

2
0f

3
, (2.173)
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Sn−1 (ξ)=
1

2f

[
κ (c0Q

′
n−1−fR′

n−1)+(Qn−1−f ′Rn−1)

[
κn+c1

c0f
′−f
c0

(κn+n+ 2)

]
+

+nc1

(
c′n−1

f ′

c′0
+ u′n−1

c0f
′2(1 + κ) + κc0
c0f ′ − f

− v′n−1

c0f
′

c0f ′ − f

)
+
c′0
c0

(2c0f
′ − f)Rn−1−

−
n−1∑
k=2

(
k

n

)[(
vk − f ′uk −

c0f
′ − f

c0
ck

)(
κvn+1−k − κf ′un+1−k −

c0f
′ − f

c0
cn+1−k

)
−

−c′n−k

(
f ′ck + uk

c0f
′ − f

c0

)
− κu′n−k

(
f ′uk + ck

c0f
′ − f

c0

)
+ κukv′n−k

]]
. (2.174)

Для уравнения (2.172) построим НУ из ГУ задачи (2.38). Для этого выра-
жение

w3|ζ=0 = g (ϑ) w2|ζ=0

дифференцируется n раз по ϑ

w
(n)
3ϑ

∣∣∣
ζ=0

=
n∑

k=0

(
k

n

)
g
(k)
ϑ w

(n−k)
2ϑ

∣∣∣∣∣
ζ=0

и в получившемся соотношении полагается ϑ = 0

w3,n|ζ=0 =
n∑

k=0

(
k

n

)
g
(k)
ϑ (0)w2,n−k

∣∣∣∣∣
ζ=0

.

Так как w2,0|ζ=0 = u0|ξ=1 ≡ 0, отсюда

w3,n|ζ=0 =

[
g(0)w2,n +

n−1∑
k=1

(
k

n

)
g
(k)
ϑ (0)w2,n−k

]
ζ=0

.

С учетом того, что w3 = −κv/c0(ξ), тогда

w3,n = − κ
c0(ξ)

vn =
cn

c0f ′ − f
− κ
c0
Qn−1,

в результате получим НУ ДУ для cn(ξ) при ξ = 1 (ϑ = 0, ζ = 0)

cn(1) =

[
κ
c0f

′ − f

c0
Qn−1 + g(0)(c0f

′ − f)w2,n+

+(c0f
′ − f)

n−1∑
k=1

(
k

n

)
g
(k)
ϑ (0)w2,n−k

]
ξ=1

, (2.175)

где коэффициенты w2,k, k = 1,n определяются согласно алгоритму по п. 2.5.
Уравнение (2.172) совместно с НУ (2.175) – задача Коши для нахождения

коэффициента cn(ξ) в несогласованном случае.
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2.12 Построение решения для коэффициента cn(ξ). Анализ построенного
решения

Построим решение задачи (2.172), (2.175) для произвольного n ⩾ 2. Реше-
ние (2.172) – сумма решений однородного и неоднородного ДУ

cn(ξ) = c̄n(ξ) + c̃n(ξ). (2.176)

Найдем решение однородного ДУ

c̄′n − Pn (ξ) c̄n = 0, ln c̄n(ξ) =

∫
Pn(ξ)dξ. (2.177)

При n = 2 выражение (2.177) принимает вид

ln c̄2 = −κ + 1

κ
ln c0 −

2

κ

∫
c0dc0
c20 + f 2

+
3

4

∫
c1(ξ)

(
c20 + f 2

)2
c′0c

2
0f

3
dξ. (2.178)

Найдем второе слагаемое в (2.178). С учетом замены (2.136) интеграл при-
нимает вид

2

κ

∫
c0dc0
c20 + f 2

= 2

∫
zκ−2dz

zκ−1 (β + 1) + (tg2 α− β)
=

= − ln
(
zκ−1 (β + 1) +

(
tg2 α− β

))
.

Решение однородного ДУ

c̄2(ξ) =
β + 1 + c

1/κ−1
0

(
tg2 α− β

)
c
2/κ
0

exp (J(ξ)) , J(ξ) =

∫
c1(ξ)

(
c20 + f 2

)2
c′0c

2
0f

3
dξ.

Построим решение (2.172) при n = 2 методом вариации произвольной по-
стоянной

c2(ξ) = c̄2(ξ) · B(ξ), B′
ξ = −S1(ξ)/c̄2(ξ), B(ξ) = const−

∫ ξ

1

S1(ξ
′)

c̄2(ξ′)
dξ′.

Константу интегрирования определяем из НУ (2.175) при n = 2, оконча-
тельно будем иметь

c2(ξ) =
c2(1)

c̄2(1)
c̄2(ξ)− c̄2(ξ)

∫ ξ

1

S1(ξ
′)

c̄2(ξ′)
dξ′. (2.179)

Очевидно (из вида функции c̄2(ξ)), что при c0 → 0 решение однородного
ДУ c̄2 → ∞, а отсюда следует, что c2 → ∞ при c0 → 0.
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Построим решение задачи (2.172), (2.175) при n > 2, тогда решение (2.177)

ln c̄n =
(
1− n

2

)∫ c0
f 2
dξ +

n

2

∫
dξ

c0
− 2

κ

∫
c0dc0
c20 + f 2

+
n+ 1

3
J(ξ). (2.180)

В результате интегрирования (2.180) получим решение (2.177) при n > 2

c̄n(ξ) =
(
c20 + f 2

)
fn−2 exp

(
n+ 1

3
J(ξ)

)
. (2.181)

По аналогии со случаем n = 2 получим решение (2.172) при n > 2

cn(ξ) =
cn(1)

c̄n(1)
c̄n(ξ)− c̄n(ξ)

∫ ξ

1

Sn−1(ξ
′)

c̄n(ξ′)
dξ′. (2.182)

При c0 → 0 функция J(ξ) → ∞, следовательно

lim
c0→0

c̄n(ξ) = ∞,

так как степенная функция растет медленнее экспоненты. Таким образом, при
c0 → 0 функция cn → ∞.

В результате решения задачи (2.172), (2.175) для коэффициента cn(ξ) при
n ⩾ 2 и анализа полученного решения установлено

lim
c0→0

cn(ξ) = ∞, (2.183)

что противоречит физическому смыслу. Это означает, что окрестность точкиD не
попадает в область сходимости ряда (2.68) для функции c(ξ, ϑ). Найдем область
сходимости ряда (2.68) из признака Даламбера для функции c(ξ, ϑ), используя ре-
шение (2.182)

lim
n→∞

∣∣∣∣ cn+1(ξ)ϑ
n+1 · n!

cn(ξ)ϑn · (n+ 1)!

∣∣∣∣ < 1, ϑ <

∣∣∣∣(n+ 1)
cn(ξ)

cn+1(ξ)

∣∣∣∣ . (2.184)

Подставим в (2.184) выражение для cn(ξ), получим неравенство, задающее
искомую область сходимости ряда (2.68) для функции c(ξ, ϑ)

ϑ <

∣∣∣∣∣∣(n+ 1)f(ξ) exp
(
−1

3J(ξ)
) cn(1)/c̄n(1)−

∫ ξ

1
Sn−1(ξ

′)
c̄n(ξ′)

dξ′

cn+1(1)/c̄n+1(1)−
∫ ξ

1
Sn(ξ′)
c̄n+1(ξ′)

dξ′

∣∣∣∣∣∣ . (2.185)

Построение решения исходной НКЗ (2.24) в виде ряда (2.68), описывающей
разлет газа в вакуум на косой стенке в пространстве физических автомодельных
переменных ξ, ϑ, закончено.
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2.13 Выводы по главе

В данной главе выполнено математическое исследование задачи о разлете
политропного газа в вакуум на косой стенке в общем несогласованном случае, при
произвольном значении угла наклона косой стенки α (0 < α < π/2), не связан-
ным со значением γ.

Постановка задачи предполагает переход от исходной СУГД, описывающей
течение газа в области разрежения ДВ, к ХЗК стандартного вида в пространстве
специальных переменных ϑ = η − f(ξ) и ζ = η − ξ tgα, где ξ = x/t, η = y/t –
физические автомодельные переменные.

Для поставленной НКЗ приведено доказательство теоремы существования
и единственности локально-аналитического решения в виде ряда по степеням ϑ.
Алгоритм построения коэффициентов степенного ряда следует из доказательства
теоремы.

Построена задача Коши для коэффициента c1(ξ), и найдено ее решение в яв-
ном виде для согласованного случая, в несогласованном случае решение для c1(ξ)
выписано в аналитическом виде для различных значений показателя политропы
γ при произвольном 0 < α < π/2.

Построена системаДУи уравненияНУдля нахождения коэффициента cn(ξ)
при n ⩾ 2 рассматриваемой задачи в несогласованном случае. Далее построено
решение данной задачи Коши для коэффициента cn(ξ) при n ⩾ 2 в аналитиче-
ском виде, и исследовано поведение функции cn(ξ) при c0 → 0. Установлено, что
окрестность точки D не попадает в область сходимости ряда (2.68) для функции
c(ξ, ϑ). По признакуДаламбера построена область сходимости, в которой рассмат-
риваемый ряд сходится абсолютно.

Таким образом, результатом настоящей главы является законченное постро-
ение локально-аналитического решения рассматриваемой НКЗ в общем несогла-
сованном случае при произвольном показателе политропы газа γ и угле наклона
косой стенки 0 < α < π/2. Полученные результаты были опубликованы в ря-
де статей [82; 85; 86].
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ГЛАВА 3. ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПОСТРОЕННОГО РЕШЕНИЯ
ИСХОДНОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

3.1 Результаты газодинамического анализа свойств течений
разрежения/сжатия газа, описываемых решением рассматриваемой

начально-краевой задачи в согласованном случае

Исследуем свойства построенного автомодельного решения СУГД (2.113)–
(2.115) задачи (2.24) в пространстве физических переменных (t, x, y) в согласо-
ванном случае.

Область течения типа ДВ ограничена следующими кривыми:
1. Косая стенка AE, в согласованном случае задаваемая уравнением

y = x tgα = x
√
β;

2. Звуковая характеристика AD, отделяющая область течения типа ЦВ
от области течения типа ДВ, задаваемая в согласованном случае
уравнением

f (ξ) = c0
√
β, y =

κ
√
β

κ + 1
x+

√
β

κ + 1
t;

3. Граница DE области течения ДВ с вакуумом, задаваемая уравнением

c = 0,
1

β

(
1 + κ

x

t
+ κ

√
β
y

t

)
= 0. (3.1)

После преобразования (3.1) получим√
βy + x = − t

κ
. (3.2)

Из уравнений, ограничивающих область ДВ, видно, что кривые AE, AD и
DE – суть прямые линии.

Граница с вакуумомDE, задаваемая уравнением (3.2), перпендикулярна ко-
сой стенке AE. Это легко показать, вычислив скалярное произведение векторов,
коллинеарных направлениям каждой прямой

(v1,v2) =
(
−
√
β, 1
)
·
(
1,
√
β
)
= −

√
β +

√
β ≡ 0,

где v1 =
(
−
√
β, 1
)
– вектор коллинеарный косой стенке AE, v2 =

(
1,
√
β
)
–

вектор коллинеарный границе с вакуумом DE.
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Границы ЦВ с вакуумом CD и покоем AB в переменных (t, x, y) задаются
следующими уравнениями [46; 48; 82]

CD : x = − t

κ
, AB : x = t. (3.3)

Видно, что границы ЦВ с вакуумом CD и с покоем AB – вертикальные
прямые.

Значения газодинамических параметров c (t, x, y), u (t, x, y) и v (t, x, y)

вдоль косой стенки AE равны

c (t,x) =
1

β
+

2κ
1 + κ

x

t
, u (t,x) =

1

β

x

t
− 1

β
, v (t,x) =

1√
β

x

t
− 1√

β
,

и их значения вдоль границы ДВ с вакуумом DE

c = 0, u (t, x) =
x

t
, v (t, y) =

y

t
.

Найдем координаты точки D (xD, yD) – пересечение прямых DE и CD.
Координата xD совпадает с x-координатой границы CD, а координата yD опре-
деляется из уравнения границы DE при x = xD

xD = − t

κ
, yD =

1√
β

(
−xD − t

κ

)
= 0.

Найдем координаты точки E (xE, yE) – пересечение прямых DE и AE. Ко-
ордината xE определяется из решения уравнения

xE
√
β = − 1√

β

(
xE +

t

κ

)
,

отсюда xE и, соответственно, yE равно

xE = −1 + κ
β

t

2κ
, yE = xE

√
β = −1 + κ√

β

t

2κ
.

Проверим выполнение условия непротекания газа на косой стенке AE для
полученного решения в согласованном случае

v|AE = u tgα|AE , v|y=√
βx = u

√
β
∣∣∣
y=

√
βx

(3.4)

Подставим в (3.4) найденные ранее значения функций u и v на косой стен-
ке AE

1√
β

x

t
− 1√

β
=
√
β

(
1

β

x

t
− 1

β

)
, (3.5)
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в результате получаем тождество. Следовательно, условие непротекания газа на
косой стенке (3.4) для точного решенияВ.А. Сучкова выполняется автоматически.

Выполненный анализ свойств построенного решения позволяет постро-
ить графики найденных функций c (t, x, y), u (t, x, y), v (t, x, y) точного решения
В.А. Сучкова (2.113)–(2.115) для момента времени, отвечающего сжатию газа
поршнем t < 0 в области сжатия и покоя, и для момента времени, отвечающе-
го истечению газа в вакуум t > 0 в области разрежения и покоя (см. рис. 3.1–3.3).
Обозначения на рис. 3.1–3.3 аналогичны обозначениям на рис. 2.1.
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c(x, y, t > 0)

(б)
0 – область покоя; 1 – область ЦВ; 2 – область ДВ

Рисунок 3.1 – График функции c (t, x, y) при t < 0 (а) и t > 0 (б)
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Рисунок 3.2 – График функции u (t,x,y) при t < 0 (а) и t > 0 (б)

Расчет значений функций c(t, x, y), u(t, x, y) и v(t, x, y) для газа (водород),
приведенных на рисунках 3.1–3.3, выполнен численно с использованием кода на
языке MATLAB [87].

Газодинамический анализ параметров течения газа в области ДВ, описы-
ваемого решением транспортного уравнения для c1(ξ) в согласованном случае
(двойная волна Сучкова), закончен.



88

y

α

−1 −0, 5 0

−1, 5

−1

−0, 5

0

x

B

A

C

D

E

O

01

2

0, 0 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1, 0

v(x, y, t < 0)

(а)

0

D

A

y

α

−2 −1 0 1

−3

−2

−1

0

1

x

BC

E

O

1

2

−1, 0 −0, 8 −0, 6 −0, 4 −0, 2 0, 0

v(x, y, t > 0)

(б)
0 – область покоя; 1 – область ЦВ; 2 – область ДВ

Рисунок 3.3 – График функции v (t,x,y) при t < 0 (а) и при t > 0 (б)

3.2 Квазисогласованное приближение

В несогласованном случае, когда условие согласования не выполняется

tg2 α ̸= γ + 1

3− γ
, (3.6)

решение исходной НКЗ представляется в виде ряда по степеням ϑ

c(ξ,ϑ) = c0(ξ) + c1(ξ)ϑ+ c2(ξ)
ϑ2

2
+ . . . , (3.7)

u(ξ,ϑ) = u0(ξ) + u1(ξ)ϑ+ u2(ξ)
ϑ2

2
+ . . . , v(ξ,ϑ) = v1(ξ)ϑ+ v2(ξ)

ϑ2

2
+ . . . .
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Для описания всех газодинамических свойств течения разрежения в обла-
сти ДВ необходимо для заданных значений α и γ найти явные выражения для
коэффициентов cn(ξ), un(ξ) и vn(ξ), где n ⩾ 1.

Далее будет показано, что построить решение задачи (2.96) в явном виде
можно только для определенного набора значений γ при произвольном α. Для
последующих коэффициентов cn(ξ) при n ⩾ 2 решение соответствующих ДУ
(2.172) для НУ (2.175) можно построить только численно.

Для анализа газодинамических свойств течения разрежения в области ДВ
при истечении газа в вакуум на косой стенке рассмотрим квазисогласованное при-
ближение, когда выполняется неравенство (3.6), но коэффициенты cn(ξ), un(ξ) и
vn(ξ) рядов (3.7) при n ⩾ 2 равны нулю. Тогда, ряды (3.7) для функций c(ξ,ϑ),
u(ξ,ϑ) и v(ξ,ϑ) можно записать в следующем виде

c(ξ,ϑ) = c0(ξ) + c1(ξ)ϑ, u(ξ,ϑ) = u0(ξ) + u1(ξ)ϑ, v(ξ,ϑ) = v1(ξ)ϑ. (3.8)

Одно из отличий квазисогласованного приближения от течения в согласо-
ванном случае заключается в следующем, а именно, запишем функцию скорости
звука (решение (3.8)) в координатах u, v. Для этого выражение для u умножим
на κ и вычтем из c

c− κu = 1 + κu0 + c1ϑ− κu0 − κu1ϑ = 1 + (c1 − κu1)ϑ. (3.9)

Найдем (c1 − κu1)

c1 − κu1 = c1 − c1
c0f

′

c0f ′ − f
= −c1

f

c0f ′ − f
= κ

f

c0
v1. (3.10)

Подставим (3.10) в (3.9), получим

c = 1 + κu+ κ
f

c0
v, (3.11)

где f(ξ) определяется из выражения (2.55) для различных значений γ и α. Из
сравнения формул (2.103) и (3.11) видно, что в согласованном случае поверхность
функции c (ξ,ϑ) есть плоскость в переменныхu, v, а в квазисогласованном прибли-
жении – это криволинейная поверхность, так как коэффициент при переменной v
есть функция независимой переменной ξ.

Далее рассмотрим свойства течения разрежения области ДВ в квазисо-
гласованном приближении, как в п. 3.1 для согласованного случая, а именно
определение границ области течения разрежения ДВ и построение графиков
функций c (t, x, y), u (t, x, y) и v (t, x, y).
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3.3 Анализ свойств течений разрежения в квазисогласованном приближении

3.3.1 Построение решения транспортного уравнения для коэффициента
c1(ξ) в частном несогласованном случае для значений γ, допускающих

интегрирование I(ξ) в элементарных функциях

Рассмотрим интеграл I(ξ)

I(ξ) =

∫
dz

z2 (β + z1−κ (tg2 α− β))
, z = (c0(ξ))

1/κ . (3.12)

Будем считать, что κ =
m

n
, где n,m ∈ N, тогда m = k · n + l, отсюда

1− κ =
n− k · n− l

n
= (1− k)− l

n
, k, l ∈ N. (3.13)

Подставим (3.13) в (3.12) и введем замену z = tn, тогда dz = ntn−1dt, от-
сюда I(ξ) имеет вид

I(t) = n

∫
dt

tn+1
(
β + tn(1−k)−l (tg2 α− β)

) . (3.14)

Дробь стоящая под знаком интеграла (3.14) раскладывается на сумму эле-
ментарных дробей, когда n+1

... n(1− k)− l , то есть p =
n+ 1

n(1− k)− l
, где p ∈ N.

Из последнего выражения l = n(1 − k) − n+ 1

p
, отсюда

I(t) = n

∫
dt

tn+1
(
β + t(n+1)/p (tg2 α− β)

) . (3.15)

Разложение дроби, стоящей под знаком интеграла (3.15), на сумму простей-
ших дробей при tg2 α > β имеет вид

1

tn+1
(
β + t(n+1)/p (tg2 α− β)

) = 1

β

p−1∑
r=0

(
tg2 α− β

)r
βr

· (−1)r

t
p−r
p (n+1)

+

+

(
tg2 α− β

β

)p

· (−1)p

β + t(n+1)/p (tg2 α− β)
, (3.16)

при tg2 α < β
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1

tn+1
(
β − t(n+1)/p (β − tg2 α)

) = 1

β

p−1∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

· 1

t
p−r
p (n+1)

+

+

(
β − tg2 α

β

)p

· 1

β − t(n+1)/p (β − tg2 α)
. (3.17)

Подставим (3.16) и (3.17) в (3.15)

I(t) =
n

β

p−1∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

∫
dt

t
p−r
p (n+1)

+

+ (−1)pn

(
tg2 α− β

β

)p ∫
dt

β + t(n+1)/p (tg2 α− β)
, tg2 α > β, (3.18)

I(t) =
n

β

p−1∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

∫
dt

t
p−r
p (n+1)

+

+ n

(
β − tg2 α

β

)p ∫
dt

β − t(n+1)/p (β − tg2 α)
, tg2 α < β. (3.19)

Согласно [80] последняя дробь в выражениях (3.18) и (3.19) интегрируется
в элементарных функциях, когда n, p являются корнями следующих диофанто-
вых уравнений:

(n+ 1)/p = 1, (n+ 1)/p = 2, (n+ 1)/p = 3, (n+ 1)/p = 4.

Будем рассматривать следующие значения γ:
1. γ = 5/3 (водород), отсюда (n+ 1)/p = 2 и n = 3, p = 2;
2. γ = 2 (мелкая вода), отсюда (n+ 1)/p = 1 и n = 2, p = 3;
3. γ = 5/2 (между мелкой водой и продуктами взрыва), отсюда

(n+ 1)/p = 1 и n = 4, p = 5.
Если (n + 1)/p = 1, тогда при любом значении α

I(t) =
n

β

p−2∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

t1−p+r

1− p+ r
−

− n

β

(
β − tg2 α

)p−1

βp−1
ln

(
β + t

(
tg2 α− β

)
t

)
. (3.20)

Если (n + 1)/p = 2, тогда при tg2 α > β
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I(t) =
n

β

p−1∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

t1−2(p−r)

1− 2(p− r)
+

+ (−1)p
n

β

(
tg2 α− β

)p−1/2

βp−1/2
arctg

t√
β/ (tg2 α− β)

, (3.21)

при tg2 α < β

I(t) =
n

β

p−1∑
r=0

(
β − tg2 α

)r
βr

t1−2(p−r)

1− 2(p− r)
+

+
n

2β

(
β − tg2 α

)p
βp

√
β

β − tg2 α
ln
t+
√
β/(β − tg2 α)

t−
√
β/(β − tg2 α)

. (3.22)

Для определения I(ξ) выполняется обратная замена по формуле

t = [c0(ξ)]
p

n(p−1)−1 .

В случае, когда γ = 5/3 (водород), то n = 3, p = 2, отсюда вид интеграла
I (ξ) в результате подстановки в формулу (3.21) при tg2 α > β имеет вид

I (ξ) = − 1

2c30
+

3
(
tg2 α− 2

)
4c0

+
3
(
tg2 α− 2

)3/2
4
√
2

arctg
c0√

2/ (tg2 α− 2)
,

при этом

I (1) = −1

2
+

3
(
tg2 α− 2

)
4

+
3
(
tg2 α− 2

)3/2
4
√
2

arctg
1√

2/ (tg2 α− 2)
.

Интеграл I (ξ) в результате подстановки в формулу (3.22) при tg2 α < β

имеет вид

I (ξ) = − 1

2c30
−

3
(
2− tg2 α

)
4c0

+
3
(
2− tg2 α

)3/2
8
√
2

ln
c0 +

√
β/(β − tg2 α)

c0 −
√
β/(β − tg2 α)

,

при этом

I (1) = −1

2
−

3
(
2− tg2 α

)
4

+
3
(
2− tg2 α

)3/2
8
√
2

ln
1 +

√
β/(β − tg2 α)

1−
√
β/(β − tg2 α)

.

Подставим выражение для I (ξ) и I (1) в (2.146), получим выражение для
функции c1 (ξ) в явном виде при γ = 5/3 (κ = 1/3)

c1 (ξ) =
3 + c20

(
tg2 α− 2

)√
2 + c20 (tg

2 α− 2)
· 1

2M (ξ)|κ=1/3

, (3.23)
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где выражение 2M (ξ)|κ=1/3 при tg2 α > β равно

2M (ξ)|κ=1/3 = −6c30 + 2,25c30 tg
2 α +

3c30
tg2 α

+ 9
1

2
− 1

4
c20
(
tg2 α− 2

)
+

+
17
√
2

8
c30
(
tg2 α− 2

)3/2
arctg

√
1

2
(tg2 α− 2)− 1

2 + c20 (tg
2 α− 2)

−

− 17
√
2

8
c30
(
tg2 α− 2

)3/2
arctg

c0√
2/ (tg2 α− 2)

,

а при tg2 α < β

M (ξ)|κ=1/3 = c30

(
8

3
− tg2 α +

3

2 tg2 α

)
− 2

3
− 1

2 (2− c20 (2− tg2 α))
+

+ 2
(
2− c20

(
2− tg2 α

))
+

17

6
c30

[
1

2

(
1

c30
− 1

)
+

3

2

(
2− tg2 α

2

)(
1

c0
− 1

)
−

−3

4

(
2− tg2 α

2

)3/2

ln

(
c0 +

√
2/ (2− tg2 α)

)(
1−

√
2/ (2− tg2 α)

)
(
c0 −

√
2/ (2− tg2 α)

)(
1 +

√
2/ (2− tg2 α)

)].
Из выражения для c1 (ξ) легко найти u1 (ξ) и v1 (ξ) в явном виде

u1 (ξ) =
c20 − f 2

c0f

3

2M (ξ)|κ=1/3

, v1 (ξ) =
6

2M (ξ)|κ=1/3

.

Рассмотрим случай, когда значение γ = 2, κ = 1/2 и n = 2, p = 3, отсюда
интеграл I (ξ) в результате подстановки в формулу (3.20) при любых значени-
ях α имеет вид

I (ξ) = − 1

3c20
+

2
(
tg2 α− 3

)
9c0

−
2
(
tg2 α− 3

)2
27

ln

(
3

c0
+ tg2 α− 3

)
,

при этом

I (1) = −1

3
+

2

9

(
tg2 α− 3

)
−

2
(
tg2 α− 3

)2
27

ln
(
tg2 α

)
.

Подставим выражение для I (ξ) и I (1) в (2.146), получим выражение для
функции c1 (ξ) в явном виде при γ = 2 (κ = 1/2)

c1 (ξ) =
4 + c0

(
tg2 α− 3

)√
3 + c0 (tg2 α− 3)

· 2

3M (ξ)|κ=1/2

, (3.24)

где выражение M (ξ)|κ=1/2 равно
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M (ξ)|κ=1/2 =
3

2

(
3 + c0

(
tg2 α− 3

))
− 1

2 (3 + c0 (tg2 α− 3))
+1−2

3
c0
(
tg2 α− 3

)
+

+ c20

(
tg2 α− 3

)2
6 tg2 α

+
2

9
c20
(
tg2 α− 3

)2
ln

(
3 + c0

(
tg2 α− 3

)
c0 tg2 α

)
.

Выражения для u1(ξ), v1(ξ) получаются из c1(ξ) аналогично, как в преды-
дущем случае.

Рассмотрим случай, когда значение γ = 5/2, κ = 3/4 и n = 4, p = 5,
отсюда интеграл I (ξ) в результате подстановки в формулу (3.20) при любых зна-
чениях α имеет вид

I (ξ) =
4

7

3∑
r=0

(
7− tg2 α

7

)r
1

(r − 4)c
(4−r)/3
0

−

− 4

7

(
tg2 α− 7

7

)4

ln

(
7 + c

1/3
0

(
tg2 α− 7

)
c
1/3
0

)
,

при этом

I (1) =
4

7

3∑
r=0

(
7− tg2 α

7

)r
1

(r − 4)
− 4

7

(
tg2 α− 7

7

)4

ln
(
tg2 α

)
.

Подставим выражение для I (ξ) и I (1) в (2.146), получим выражение для
функции c1 (ξ) в явном виде при γ = 5/2 (κ = 3/4)

c1 (ξ) =
8 + c

1/3
0

(
tg2 α− 7

)√
7 + c

1/3
0 (tg2 α− 7)

· 6

7M (ξ)|κ=3/4

, (3.25)

где выражение M (ξ)|κ=3/4 равно

M (ξ)|κ=3/4 = c
4/3
0

(
17

12
− 1

6
tg2 α +

3

2 tg2 α

)
+

7

12
+

7

6

(
7 + c

1/3
0

(
tg2 α− 7

))
−

− 1

2
(
7 + c

1/3
0 (tg2 α− 7)

) − 13

7
c
4/3
0

3∑
r=0

(
7− tg2 α

7

)r
1

r − 4

(
1

c
(4−r)/3
0

− 1

)
+

+
13

7
c
4/3
0

(
tg2 α− 7

7

)4

ln

(
7 + c

1/3
0

(
tg2 α− 7

)
c
1/3
0 tg2 α

)
.

Выражения для u1(ξ), v1(ξ) получаются из c1(ξ) аналогично, как в двух
предыдущих случаях.
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3.3.2 Определение области течения двойной волны разряжения в
квазисогласованном приближении в зависимости от значения угла наклона

косой стенки α и показателя политропы γ

Область течения газа типа ДВ в квазисогласованном приближении при его
разлете в вакуум на косой стенке ограничена тремя кривыми:

1. Косой стенкой AE, задаваемой уравнением η = ξ tgα;
2. Звуковой характеристикой AD, задаваемой уравнением (2.55);
3. Границей газ-вакуум DE определяемой из решения уравнения

c = 0, η = f(ξ)− c0(ξ)

c1(ξ)
. (3.26)

На рис. 3.4 построена конфигурация течения в области ДВ (графики границ
AD,DE, AE) в координатах ξ, η для трех значений γ = 5/3, 2, 5/2 и α = π/6, αs,
5π/12, для которых найдены выражения c1(ξ) в явном виде. Здесь αs = arctg

√
β

– угол наклона косой стенки в согласованном случае.
Из рис. 3.4 видно, что при α > αs звуковая характеристика A3D выгнута

в направлении косой стенки A3E3 и проходит выше положения границы A2D в
согласованном случае. При α < αs характеристика A1D выпукла в направлении
области течения ЦВ и проходит ниже положения границы A2D в согласованном
случае.

В окрестности точкиD обе кривые A1D, A3D стремятся к прямой A2D, че-
рез которую стыкуются области течения ЦВ и ДВ в согласованном случае. Это
легко показать, если рассмотреть значение функции f(c0) при c0 → 0, тогда
β ≫ c0, отсюда

f(ξ) = c0(ξ)
√
β + (c0(ξ))1/κ−1 (tg2 α− β) ≈ c0(ξ)

√
β.

Последнее выражение совпадает с уравнением звуковой характеристики
(2.56) в согласованном случае.

Граница газ-вакуумDE при α ̸= αs в окрестности точкиD также стремится
к прямой DE ⊥ AE в согласованном случае (см. рис. 3.4).

Покажем это для случая, когда γ = 5/3 (κ = 1/3) и α = π/6 (см. рис. 3.4а).
Выражение для c1(ξ) имеет вид

c1 (ξ) =
9− 5c20

2
√
3
√
6− 5c20

· 1

M(ξ)
, (3.27)
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Рисунок 3.4 – Конфигурация течения в области ДВ при γ = 5/3 (а), γ = 2 (б),

γ = 5/2 (в) и α = π/6, αs, 5π/12

гдеM(ξ) = 4,75+0,2083c20+1,875c30−
3

12− 10c20
−1,6165c30 ln

0,0455(c0 + 1,0954)

1,0954− c0
.

Подставим в (3.27) выражение (3.26), получим

η = f(ξ)

(
1− 6M(c0(ξ))

9− 5c20(ξ)

)
.

В области разрежения значение c0(ξ) изменяется в диапазоне 0 ⩽ c0 ⩽ 1.

Найдем предел отношения
6M(c0)

9− 5c20
при c0 → 0 (окрестность точки D)

lim
c0→0

6M(c0)

9− 5c20
=

6M(0)

9
= 3 =

1

κ
.
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При κ = 1/3 и α = π/6 функция f(ξ) = c0
√

(6− 5c20)/3 – звуковая харак-
теристика AD. В окрестности точки D при c0 → 0 функция f(ξ) принимает вид

f(ξ) ≈ c0(ξ)
√
2 = c0(ξ)

√
β, β = 2,

таким образом, в окрестности точки D уравнение границы газ–вакуум

η = f(ξ)

(
1− 6M(c0(ξ))

9− 5c20(ξ)

)
≈ c0

√
β

(
1− 1

κ

)
,

последнее выражение совпадает с уравнением границы газ-вакуум в согласован-
ном случае (см. формулу (3.2)). Следовательно, в квазисогласованном приближе-
нии в окрестности точки D граница газ-вакуум стремится к прямой DE ⊥ AE

в согласованном случае.
Полученные конфигурации течений политропного газа в области ДВ в ква-

зисогласованном приближении совпадают с результатами численных расчетов
течений в области ДВ при γ = 2 и α = π/6, π/4, π/3, приведенными в работе [81].

3.3.3 Графики функций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) в квазисогласованном
приближении

Выполненный анализ решения (3.23), (3.24) и (3.25) транспортного урав-
нения для c1(ξ) при различных значениях α и γ позволяет построить графики
функций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) в квазисогласованном приближении.

На рис. 3.5, 3.6 приведены графики функций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) в обла-
сти ДВ в квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 5/3 (водород)
в вакуум на косой стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs и
α = 5π/12 > αs соответственно.

На рис. 3.7, 3.8 приведены графики функций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) в области
ДВ в квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 2 в вакуум на ко-
сой стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs и α = 5π/12 > αs

соответственно.
На рис. 3.9, 3.10 приведены графики функций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) в области

ДВ в квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 5/2 в вакуум на
косой стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs и α = 5π/12 > αs

соответственно.
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Рисунок 3.5 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете водорода в вакуум на косой стенке,

наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs
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Рисунок 3.6 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете водорода в вакуум на косой стенке,

наклоненной к оси Ox под углом α = 5π/12 > αs

Расчет значенийфункций c(ξ,η), u(ξ,η), v(ξ,η) политропного газа, разлетаю-
щегося в вакуум на косой стенке, для различных значений γ,α выполнен численно
с использованием кода на языке MATLAB [88].
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Рисунок 3.7 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 2 в вакуум на косой

стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs
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Рисунок 3.8 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 2 в вакуум на косой

стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = 5π/12 > αs

Выполним проверку условия непротекания газа на косой стенке в квазисо-
гласованном приближении. Запишем выражения для функций u, v

u = u0(ξ) + u1(ξ) (ξ tgα− f(ξ)) , v = v1(ξ) (ξ tgα− f(ξ)) . (3.28)
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Рисунок 3.9 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 5/2 в вакуум на косой

стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = π/6 < αs
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Рисунок 3.10 – Графики функций c(ξ,η) (а), u(ξ,η) (б), v(ξ,η) (в) в области ДВ в
квазисогласованном приближении при разлете газа с γ = 5/2 в вакуум на косой

стенке, наклоненной к оси Ox под углом α = 5π/12 > αs
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Условие непротекания на косой стенке имеет вид

v|η=ξ tgα = u tgα|η=ξ tgα , (3.29)

при этом выполняется соотношение u1 = −f ′v1. С учетом последнего, подставим
выражения (3.28) для функций u, v в условие непротекания, будем иметь

v1 (ξ tgα− f(ξ)) = u0 − v1f
′ (ξ tgα− f(ξ)) , (3.30)

отсюда
v1 =

u0
(ξ tgα− f(ξ)) (1 + f ′)

̸= 4

κ + 1

1

M(ξ)
. (3.31)

Из неравенства (3.31) следует, что в квазисогласованном приближении на
косой стенке условие непротекания не выполняется.

3.4 Анализ свойств течений сжатия в квазисогласованном приближении.
Описание градиентной катастрофы при различных значениях α и γ

В п. 3.3 приведен газодинамический анализ течения разрежения в области
ДВ в квазисогласованном приближении, когда момент начала движения газа по-
ложительный t0 > 0. Построенное решение, описывающее разлет газа в вакуум
на косой стенке, можно использовать для описания течения сжатия замкнутого
двумерного объема газа, одна из стенок которого имеет наклон α по отношению
к направлению движения воздействующего на мишень поршня. В этом случае
необходимо в решении исходной НКЗ в квазисогласованном приближении (3.8)
задать момент начала движения поршня отрицательным, то есть t0 < 0.

При интерпретации решения на сжатие, как и в ситуации истечения газа
в вакуум, рассматривается два случая, когда tg2 α < β (α < αs) и tg2 α > β

(α > αs). Далее будет показано, что в обоих случаях решение c1(ξ) содержит
особенность, что приводит в течении газа к градиентной катастрофе [105; 106].

Рассмотрим область ДВ течения сжатия двумерного объема, когда спра-
ведливо неравенство tg2 α < β (α < αs). В этом случае уравнение звуковой
характеристики AD, задаваемое выражением (2.55) для функции f(ξ) при γ ̸= 3

(κ ̸= 1), можно записать

f(c0(ξ)) = c0

√
β − c

1/κ−1
0 (β − tg2 α). (3.32)
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Найдем область определения (3.32)

β − c
1/κ−1
0

(
β − tg2 α

)
⩾ 0, c0 ⩽

(
β

β − tg2 α

) κ
1−κ

. (3.33)

При разлете газа в вакуум 0 ⩽ c0 ⩽ 1, отсюда неравенство (3.33) выполня-
ется для всех ξ ∈ [−1/κ, 1]. При сжатии газа c0 ⩾ 1, тогда в точке

c∗0 =

(
β

β − tg2 α

) κ
1−κ

, ξ∗ =
κ + 1

κ

(
β

β − tg2 α

) κ
1−κ

− 1

κ
(3.34)

значение функции f(c∗0(ξ∗)) ≡ 0.
Выражение для c1(ξ) в общем несогласованном случае при γ ̸= 3 (κ ̸= 1)

равно

c1(ξ) =
2κ

κ + 1

c20 + f 2

c0f(c0(ξ))

1

M(c0(ξ))
,

то есть знаменатель дроби принимает значение, равное нулю, когда f(c0(ξ)) = 0,
либо когда M(c0(ξ)) = 0. Отсюда, критическое значение скорости звука опреде-
ляется из следующего условия

c∗0 = min

{(
β

β − tg2 α

) κ
1−κ

, M(c0(ξ)) = 0

}
. (3.35)

При c0 → c∗0 значение функции c1 → ∞, то есть в точке с координатой
c0 = c∗0 существует особенность построенного решения. Так как по определению

c1(ξ) =
∂c

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

, то

lim
c0→c∗0

c1(ξ) = lim
ξ→ξ∗

∂c

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=0

= ∞, (3.36)

то есть наступает градиентная катастрофа.
Рассмотрим квазисогласованный режим течения сжатия газа вида ДВ в

ограниченном объеме, когда tg2 α > β (α > αs). В этом случае знаменатель дроби
в выражении для c1(ξ) равен нулю, только еслиM(c0(ξ)) = 0, так как произведе-
ние c0(ξ)f(ξ) > 0 при любых c0 > 0.

Для определения значения c∗0 по формуле (3.35) для найденных в явном виде
выражений M(ξ) при γ = 5/3, 2, 5/2 и произвольном значении 0 < α < π/2

строилось решение уравнения M(c0(ξ)) = 0 численным методом секущих. На
рис. 3.11 для иллюстрации приведен график функцииM1(c0(ξ)) = M(c0(ξ))|α=π/3

γ=5/3
.
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Рисунок 3.11 – График функцииM1(c0) при 1 ⩽ c0 ⩽ 5

На рис. 3.12 представлены графики зависимости c∗0(α) для γ = 5/3

(см. рис. 3.12а), γ = 2 (см. рис. 3.12б) и γ = 5/2 (см. рис. 3.12в).
Каждый из графиков c∗0(α) для различных значений γ имеет свою вертикаль-

ную асимптоту в точке αs(γ) (на рисунках показано в виде прямых, задаваемых
уравнениями α = αs

1, α = αs
2, α = αs

3), соответствующую точке коллапса газа
t∗ = 0, x∗ = 0 в согласованном случае.

Найдем момент времени, когда граница сильного разрыва в области двумер-
ного течения пересекает границу поршня, сжимающего газ в области ЦВ. Закон
движения поршня в области ЦВ задается формулой [46; 48]

xp (t) =

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

)1/(κ+1)

− t

κ
.

При t0 = −1, x0 = −1, κ = 1/3

xp = −4(−t)
3
4 − 3t, ξp = −4

t−
1
4

(−1)
3
4

− 3.

Из равенства ξp = ξ∗ получим выражение для t∗

t∗ = −
(

4

ξ∗ + 3

)4

=

−0.772144, если α = π/6 < αs,

−0.004081, если α = π/3 > αs.
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Рисунок 3.12 – Значение c∗0 в зависимости от значений γ и α

На рис. 3.13 в качестве иллюстрации приведено распределение скорости
звука в ДВ при t∗ < 0, когда показатель политропы равен γ = 5/3 (водород), а
значение угла наклона косой стенки α = π/6 < αs (рис. 3.13а), что соответствует
замкнутому объему, представляющему собой в поперечном сечении правильный
шестиугольник, и α = π/3 > αs (рис. 3.13б), что соответствует замкнутому объе-
му, представляющему собой в поперечном сечении правильный треугольник.

В газодинамическом смысле возникновение градиентной катастрофы озна-
чает, что при безударном сжатии замкнутого объема функция c(ξ, ϑ) в точке ξ∗
испытывает сильный разрыв (ступенька), что приводит к изменению структуры
течения в области ДВ и образованию УВ.

Увеличение количества граней мишени (правильный n-угольник в попе-
речном сечении) приведет к тому, что значение угла α будет уменьшаться и
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Рисунок 3.13 – Поверхность функции c (x, y, t∗ < 0) в области ДВ в квазисогласо-

ванном приближении при γ = 5/3 и α = π/6 < αs (а), α = π/3 > αs (б)

безударное сжатие раньше (значение c∗0 уменьшается) переходит в УВ. То есть, ко-
гда поверхность мишени стремится к цилиндру (сфере), режим течения сжатия не
зависит от внешнего воздействия и всегда представляет из себя сходящуюся УВ.

3.5 Выводы по главе

В данной главе выполнен газодинамический анализ течений разрежения и
сжатия в области ДВ, которые описываются автомодельным решением задачи
об истечении газа в вакуум на косой стенке в согласованном и общем несо-
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гласованном случае, при произвольном значении угла наклона косой стенки α
(0 < α < π/2), не связанном со значением политропы γ.

Газодинамический анализ предполагал решение следующих задач:
1. Определение конфигурации течения газа в области ДВ при разлете газа

в вакуум с косой стенки (t0 > 0) и при сжатии специального призмати-
ческого объема (t0 < 0);

2. Построение графиков функций газодинамических параметров c(t, x, y),
u(t, x, y) и v(t, x, y) течения разрежения и сжатия в области ДВ;

3. Определение особенностей решения исходной НКЗ в квазисогласован-
ном приближении в интерпретации на сжатие. Описание градиентной
катастрофы при различных значениях α и γ.

Конфигурация течения газа в области ДВ задается тремя кривыми: косой
стенкой AE, звуковой характеристикой AD и свободной границей газа с вакуу-
мом DE.

В согласованном случае границы AE, AD иDE – суть прямые линии, при-
чем DE ⊥ AE. В несогласованном случае в зависимости от значения α звуковая
характеристика AD выгнута (tg2 α > β) или выпукла (tg2 α < β) в направлении
AE и в окрестности точки D стремится к положению AD в согласованном слу-
чае. Граница газ-вакуум DE в несогласованном случае при α ̸= αs (tg

2 α ̸= β)

в окрестности точки D также стремится к прямой DE ⊥ AE в согласованном
случае.

При интерпретации решения на сжатие в квазисогласованном приближении
показано, что при tg2 α > β и tg2 α < β решение c1(ξ) содержит особенность, что
приводит в течении газа к градиентной катастрофе. В газодинамическом смыс-
ле это означает, что при БСС замкнутого объема в течении до момента коллапса
(t∗ = 0) возникает сильный разрыв (ступенька), что приводит к изменению струк-
туры течения в области ДВ и образованию УВ.

Увеличение количества граней мишени (правильный n-угольник в попереч-
ном сечении, n ≫ 1) приводит к уменьшению значения угла α, и течение БСС
раньше переходит в УВ. Таким образом, когда поверхность мишени стремится к
цилиндру (сфере), режим течения сжатия не зависит от внешнего воздействия и
всегда представляет собой сходящуюся УВ.

Полученные результаты были опубликованы в ряде работ [107; 108].
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ГЛАВА 4. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИЛЬНОГО БЕЗУДАРНОГО
СЖАТИЯМИШЕНИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОСТРОЕННОГО

АВТОМОДЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

В настоящей главе построено математическое описание БСС мишени с
использованием найденного автомодельного решения НКЗ об истечении газа с
косой стенки (см. главу 2), построены законы движения сжимающих поршней,
приведены результаты численного моделирования двух способов газодинами-
ческого воздействия на мишень, предлагаемых в физических экспериментах и
соответствующих двум видам краевого условия на поршне. Первый способ воз-
действия – сжатие газа движением непроницаемого поршня. Второй способ
воздействия – сжатие газа заданным внешним давлением.

При описании воздействия на мишень различными сжимающими порш-
нями исследовано распределение давления в области течения ЦВ и ДВ, в том
числе вдоль поверхности поршня, сжимающего газ в областиДВ. Во всех рассмат-
риваемых случаях воздействия сжимающих поршней на мишень исследованы
интегральные характеристики течения сжатия в области ЦВ и ДВ:

1. определен энергетический вклад отдельных участков поршней в сжатие
газа в области ЦВ и ДВ;

2. определены массы газа, сжатые до разных значений давления различны-
ми участками сжимающих поршней.

Оценка мощности энерговложения Ar в мишень (область течения сжатия
ЦВ, ДВ и область покоя) выполнялась по формуле

Ar =
1

∆t

V2∫
V1

pdV, (4.1)

где ∆t – время, за которое в мишень вкладывается энергия, затрачиваемая на из-
менение ее объема от V1 до V2; p – распределение давления в мишени.

Расчет массы сжимаемого в моменты времени t0 < t < 0 газа выполнялся
для областей, задаваемых следующими неравенствами

Ap :
3

4
pmax ⩽ p ⩽ pmax, Bp :

2

3
pmax ⩽ p ⩽ pmax, Cp :

1

2
pmax ⩽ p ⩽ pmax, (4.2)

где pmax – максимальное значение давления в ДВ в момент времени t0 < t < 0.
На основании моделирования БСС мишени даны рекомендации по мише-

ням для УТС.
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4.1 Математическая постановка задачи о сильном безударном сжатии
поршнем специального призматического объема газа

Пусть в начальный момент времени t0 = −1 политропный газ покоится в
области отмеченной цифрой 0 на рис. 4.1а и ограниченной четырьмя прямыми
непроницаемыми стенками, задаваемыми уравнениями

1. x = 0 при y ⩾ 0;
2. y = y∗ > 0 при x0 ⩽ x ⩽ 0, где x0 = t0;
3. x = x0 при x0 tgα ⩽ y ⩽ y∗;
4. y = x tgα при x0 ⩽ x ⩽ 0.
Значение y∗ = const определяет массу сжимаемого газа. Скорость звука по-

коящегося газа равна единице. В момент времени t0 = −1 поршень (вертикальная
стенка x = x0) начинает плавно вдвигаться в газ так, чтобы сжатие газа проис-
ходило безударно и в момент времени t = 0 весь газ был сжат до бесконечной
плотности на прямой x = 0 при y ⩾ 0.

В общем случае течение сжатия, возникающее в результате воздействия
поршня на специальный призматический объем, имеет сложный характер и со-
стоит из трех областей, стыкующихся друг с другом через слабые разрывы:

1. Область течения типа ДВ, отмеченная на рис. 4.1б цифрой 2, ограничена
поршнем DE и косой стенкой AE;

2. Область течения типа ЦВ, отмеченная на рис. 4.1б цифрой 1, стыкуется
с ДВ через звуковую характеристикуAD, задаваемую уравнением v = 0,
а слева ограничена поршнем CD;

3. Область покоя, отмеченная на рис. 4.1б цифрой 0, стыкуется с ЦВ через
слабый разрыв AB, задаваемый уравнением u = 0, ограничена непрони-
цаемыми стенками AE, прямой CB и вертикальной прямой, задаваемой
уравнением x = 0.

Максимальная пространственная размерность течения сжатия специально-
го призматического объема равна двум. Участок CD поршня CDE сжимает газ в
области ЦВ, участокDE поршняCDE сжимает газ в области ДВ. Далее, если это
не оговорено отдельно, термины поршень и закон движения поршня относятся к
участку DE поршня CDE, сжимающего газ в области ДВ.

В постановке задачи о неограниченном сжатии газа, находящегося в за-
мкнутом призматическом объеме, необходимо, кроме описания самого течения,
построить закон движения поршня, сжимающего газ безударным способом. За-
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x0 = −1

y = xtgα

x

y

−2 −1 0

α
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−2

−1

0 O

y∗ = 1
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(а)

E
D
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x

y

−1

1

0

−1 −0.5 0

y∗ = 1

01

2

O

BC

α

(б)
0 – покоящийся газ; 1 – область течения ЦВ; 2 – область течения ДВ

Рисунок 4.1 – (а) Начальная конфигурация в момент t0 = −1. (б) Конфигурация
течения в момент t0 < t < 0

кон движения поршня определяется из решения ХЗК стандартного вида, когда на
поршне задается конкретное краевое условие: условие непротекания или задан-
ное значение давления. Из единственного решения такой ХЗК стандартного вида
однозначно определяется закон движения поршня и значения газодинамических
параметров на нем.

Если в системе (2.6) сделать замену t′ = −t, то вид системы не изменится.
Следовательно, решение задачи (2.24), описывающее при t > 0 истечение газа
в вакуум на косой стенке, при t < 0 будет описывать сжатие газа, находящегося
в замкнутом призматическом объеме. Применим построенное автомодельное ре-
шение о разлете газа в вакуум на косой стенке к описаниюБСС газа, находящегося
в специальном призматическом объеме [83; 93; 109].
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Рассмотрим исходную СУГД, описывающую течение сжатия в области ДВ,
в переменных t, x, y 

ct + ucx + vcy + κc (ux + vy) = 0,

ut + uux + vuy +
c

κ
cx = 0,

vt + uvx + vvy +
c

κ
cy = 0,

(4.3)

здесь интервал изменения параметра t ∈ [−t0,0], t0 > 0.
Область течения типа ДВ ограничена звуковой характеристикой AD, через

которую течение ДВ стыкуется с течением типа ЦВ, и косой стенкой AE. Урав-
нение C+ в координатах (ϑ,ζ) задается уравнением ϑ = 0 в переменных (ξ,η):
η = f(ξ), где f(ξ) известная функция переменной ξ. Уравнение косой стенки в
координатах (ϑ,ζ) задается уравнением ζ = 0 в переменных (ξ,η): η = ξ tgα. На
звуковой характеристике C+ задаются НУ для системы (4.3)

c|AD = c0, u|AD = u0, v|AD = 0, (4.4)

соответствующие параметрам течения в ЦВ.
На косой стенке AE задаются условия непротекания

v|AE = u tgα|AE . (4.5)

Если сжатие специального призматического объема реализуется непрони-
цаемым поршнем, поверхность которого задается уравнением φ(xp(t),yp(t)) = 0,
выполняется условие непротекания

u|φ(xp(t),yp(t))=0 = x′p(t), v|φ(xp(t),yp(t))=0 = y′p(t). (4.6)

Теорема 3. Задача (4.3)–(4.6) является ХЗК стандартного вида, у кото-
рой при условии аналитичности функции φ(xp(t), yp(t)) = 0 существует
единственное аналитическое решение в некоторой окрестности точки
M0(t = 0, φ(xp(0), yp(0)) = 0).

Если в системе (4.3) сделать замену t′ = t + t0, отсюда 0 ⩽ t′ ⩽ t0 и вид
системы не изменится, при этом задача (4.3)–(4.5) описывает разлет газа в вакуум
на косой стенке. Для задачи (4.3)–(4.5) в случае разлета газа в вакуум в соответ-
ствии с теоремой 2 из п. 2.4 существует единственное автомодельное решение,
представимое в виде ряда по степеням ϑ. Тогда задачу (4.3)–(4.6) можно интерпре-
тировать следующим образом: непроницаемый поршень, задаваемый уравнением
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φ(xp(t),yp(t)) = 0, движется по фоновому течению, задаваемому решением зада-
чи (4.3)–(4.5) для случая разлета газа в вакуум на косой стенке, когда−t0 ⩽ t ⩽ 0.
Закон движения непроницаемого поршня определяется из решения системы (4.6).

Если сжатие специального призматического объема реализуется проницае-
мым поршнем, на котором задано значение давления p̄(t) или скорости звука c̄(t),
тогда краевое условие на поршне можно записать следующим образом

c|φ(xp(t),yp(t))=0 = c̄(t), (4.7)

при этом в точке t = 0 выполняется соотношение

c|φ(xp(0),yp(0))=0 = c̄(0). (4.8)

Теорема 4. Задача (4.3)–(4.5), (4.7) является ХЗК стандартного вида, у кото-
рой при условии аналитичности функций c0, u0, c̄, φ(xp(t),yp(t)) = 0 суще-
ствует единственное аналитическое решение в некоторой окрестности точки
M0 = (t = 0, φ(xp(0),yp(0)) = 0).

Для построения решения задачи (4.3)–(4.5), (4.7), как и ранее, можно
воспользоваться интерпретацией построенного решения задачи (4.3)–(4.5), опи-
сывающей разлет газа в вакуум на косой стенке, когда−t0 ⩽ t ⩽ 0. В этом случае
проницаемый поршень двигается по известному фоновому течению, и закон его
движения определяется из решения уравнения (4.7).

4.2 Математическое описание сильного сжатия непроницаемым поршнем
специального призматического объема

4.2.1 Задача Коши для построения закона движения непроницаемого
поршня в области центрированной и двойной волны

Найдем закон движения непроницаемого поршня, задаваемого уравнением
φ (x (t) ,y (t)) = 0, в области течения ЦВ и ДВ, как решение системы (4.6)

dx

dt
= u (t,x,y) ,

dy

dt
= v (t,x,y) , (4.9)

где u (t,x,y) и v (t,x,y) – построенное автомодельное решение задачи (2.24) в со-
гласованном случае для ДВ, задаваемое формулами (2.114), (2.115), и решение
(2.12) задачи (2.11) для простой ЦВ.
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Из анализа СУГД (2.6), приведенного в разделе 2.1, следует, что при разлете
газа в вакуум и сжатии призматического объема газа, заполняющего клиновидную
полость с углом при основании α, возникают две области течения: ЦВ и ДВ. Та-
ким образом, поршень, сжимающий газ в призматическом объеме, будет состоять
из двух частей, соответствующих своей области течения и стыкующихся друг с
другом на звуковой характеристике, задаваемой уравнением η = f (ξ).

Рассмотрим область одномерного течения типа ЦВ. В этом случае система
(4.9) сокращается до одного уравнения, где u (t,x,y) – скорость горизонтального
движения газа в ЦВ

dx

dt
=

1

κ + 1

x

t
− 1

κ + 1
. (4.10)

Решение уравнения (4.10) для начальных условий x (t0) = x0 дает закон
движения поршня для случая плоско-симметричного течения газа и приведено
в работах [46; 48]

xp (t) = x∗ −
(
x∗ − x0 +

t∗ − t0
κ

)
·
(
t∗ − t

t∗ − t0

) 1
κ+1

+
t∗ − t

κ
, (4.11)

где (t∗, x∗) – точка коллапса ЦВ в двумерном пространстве-времени, (t0,x0) – точ-
ка, из которой поршень начинает движение. Из выражения (4.11) очевидно, что
поверхность поршня, сжимающего газ в области ЦВ, – вертикальная прямая.

В случае, когда точка коллапса ЦВ совпадает с началом координат, а точка,
из которой начинает двигаться поршень, имеет координаты (−t0,−x0), тогда закон
движения непроницаемого поршня в области ЦВ принимает вид

xp (t) =

(
x0 +

t0
κ

)
·
(
t

t0

) 1
κ+1

− t

κ
. (4.12)

В области двойной волны СОДУ (4.9) принимает вид
dx

dt
=

(
1− κ

β

)
· x
t
− κ√

β
· y
t
− 1

β
,

dy

dt
= − κ√

β
· x
t
+ (1− κ) · y

t
− 1√

β
.

(4.13)

Начальные данные для (4.13)

x(t0) = x0, y(t0) = y0. (4.14)
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Для нахождения интегралов системы (4.13) для условий (4.14) умножим
первое уравнение на константу a и прибавим ко второму уравнению системы

d

dt
(ax+ y) =

1

t

[(
a

[
1− κ

β

]
− κ√

β

)
x+

(
1− κ − a

κ√
β

)
y

]
− a

β
− 1√

β
. (4.15)

Для того, чтобы выражение
(
a

[
1− κ

β

]
− κ√

β

)
x+

(
1− κ − a

κ√
β

)
y было

кратно выражению ax + y, необходимо выполнение следующего условия

a

(
1− κ

β

)
− κ√

β

1− κ − a
κ√
β

= a. (4.16)

После преобразования (4.16) получим квадратное уравнение

a2 +
β − 1√

β
a− 1 = 0, a1 = −

√
β, a2 =

1√
β
.

Для случая a1 = −
√
β вид ДУ (4.15)

d

dt

(
−
√
β · x+ y

)
=

−
√
β · x+ y

t
,

отсюда первый интеграл системы (4.13)

−
√
β · x+ y = C1 · t, C1 = const . (4.17)

Когда a2 =
1√
β
, тогда вид ДУ (4.15)

d

dt

(
x√
β
+ y

)
=

1

β

(
x√
β
+ y

)
1

t
− 1√

β

(
1 +

1

β

)
. (4.18)

Построим решение уравнения (4.18) методом вариации произвольной по-
стоянной. Решение однородной части (4.18) следующее

x√
β
+ y = C2 t

1/β. (4.19)

Найдем константу интегрирования C2, полагая ее произвольной неотри-
цательной функцией от времени, то есть C2 = C2 (t). Подставим решение
однородного уравнения (4.19) в исходное неоднородное уравнение (4.18), полу-
чим ДУ для функции C2 (t)

C ′
2 = − 1√

β

(
1 +

1

β

)
t−1/β, C2 (t) = − 1√

β

(
1 +

1

β

)
t−1/β+1

1− 1
β

+ C2.
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Решением ДУ (4.18) будет второй интеграл системы (4.13)

x+
√
βy = C2t

1−κ
1+κ − t

κ
, C2 = const . (4.20)

Константы C1 и C2 в формулах (4.17), (4.20) определяются из НУ (4.14)

C1 =
y0
t0

−
√
β
x0
t0
, C2 =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)
t
− 1−κ

1+κ
0 .

С учетом значений констант C1 и C2 перепишем выражения (4.17), (4.20)

y −
√
β x =

(
y0 −

√
β x0

)( t

t0

)
. (4.21)

x+
√
β · y + t

κ
=

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1−κ
1+κ

. (4.22)

Видно, что прямая, заданная формулой (4.21), лежит на косой стенке и с
течением времени движется по ней. В свою очередь, прямая, заданная формулой
(4.22), есть прямая, которая с течением времени изменяет свое положение, но все
время перпендикулярна косой стенке, при этом в момент времени t = t0 она про-
ходит через точку (x0, y0).

Из выражений (4.21) и (4.22) можно получить в явном виде выражения для
функций x (t) и y (t). Для этого необходимо выражение (4.21) умножить на −

√
β

и прибавить к выражению (4.22) Получим выражение для функции x (t)

x (t) =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)
1 + β

(
t

t0

) 1−κ
1+κ

−
1 +

√
βκ
(
y0
t0

−
√
β
x0
t0

)
κ (1 + β)

t. (4.23)

Выражение (4.23) подставим в формулу (4.22) и получим выражение для
функции y (t)

y (t) =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)√
β

1 + β

(
t

t0

) 1−κ
1+κ

+

κ
(
y0
t0

−
√
β
x0
t0

)
−

√
β

κ (1 + β)
t. (4.24)

Выражения (4.23) и (4.24) задают закон движения точек поверхности непро-
ницаемого поршня φ (x (t) ,y (t)) = 0 во времени.

Поверхность непроницаемого поршня CDE (см. рис. 4.1), сжимающего газ
в области ЦВ и ДВ, с помощью формул (4.12), (4.23) и (4.24) задана параметри-
чески. Точка D разделяет поршень на две части CD и DE, каждая из которых
сжимает газ в области ЦВ и ДВ соответственно. Координаты точки D равны:

xD =

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− t

κ
, (4.25)
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yD =
κ
√
β

1 + κ
xD +

√
β

1 + κ
t =

κ
√
β

1 + κ

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

. (4.26)

Значение yD увеличивается с течением времени, то есть точка D по закону
(4.25) и (4.26) движется вверх по поверхности поршня CD, сжимающего газ в
области ЦВ, тем самым количество точек поршня CD уменьшается, а количество
точек поршня DE увеличивается.

4.2.2 Алгоритм построения поверхности непроницаемого поршня,
сжимающего газ в области центрированной и двойной волны

Используя формулы (4.12), (4.23)–(4.26), можно численно построить по-
верхность непроницаемого поршня в области сжатия ЦВ и ДВ. Для этого необ-
ходимо дискретизировать поверхность начальной конфигурации поршня, ось
времени, и, как следствие, формулы (4.12), (4.23)–(4.26). Выполним процедуру
дискретизации. Введем обозначения:

1. t0ε = t0+ε – момент времени, когда начинается сжатие мишени (в расчете
значение ε = 0,1);

2. xp0ε = xp (t0ε) – положение поршня CD в области ЦВ в момент времени
t0ε, рассчитываемое по формуле (4.12).

Вначале дискретизируем поверхность поршня, заданную в момент време-
ни t0ε как набор m точек, при этом участок DE поршня CDE перпендикулярен
косой стенке AE, а участок CD поршня CDE совпадает с положением поршня в
области ЦВ (начальная конфигурация поршня CDE, приведенная на рис. 4.1б).
Тогдаm1 – начальное количество точек лежащих на прямой DE,m2 – начальное
количество точек, лежащих на прямой CD, при этом m = m1 +m2.

Найдем координаты m2 точек поверхности поршня CD в области ЦВ. Для
каждой изm2 точек поверхности поршня CD координата по осиOx задается зна-
чением xp0ε. Значение координаты m2 точек поверхности поршня CD по оси Oy

изменяется от yp0ε =

√
β

κ + 1
(κ xp0ε + t0ε) до y∗ = 1. Разобьем интервал y∗ − yp0ε

на m2 равных частей, тогда ∆y =
1− yp0ε
m2

. Отсюда y-координата j-ой точки на
поверхности поршня CD задается формулой

yj = yp0ε +∆y (j −m1) = yp0ε +
1− yp0ε
m2

(j −m1) ,
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тогда можно определить координаты m2 точек поверхности непроницаемого
поршня CD в области ЦВ в начальный момент времени

Mj =

{
xp0ε,

κxp0ε + t0ε√
β (1− κ)

+

(
1− κxp0ε + t0ε√

β (1− κ)

)
j −m1

m2

}
, j = (m1 + 1),m. (4.27)

Найдем координатыm1 точек поверхности поршняDE в области ДВ. Урав-
нение, задающее поверхность поршняDE как прямую, перпендикулярную косой
стенке в момент времени t0ε, имеет вид

y = − x√
β
+

√
β

κ + 1
(xp0ε + t0ε) . (4.28)

Найдем x-координату точки E из уравнения пересечения прямой (4.28) с
косой стенкой√

βxE = − xE√
β
+

√
β

κ + 1
(xp0ε + t0ε) , xE =

1

2
(xp0ε + t0ε) .

Зная значение интервала между точкамиD и E, разобьем его наm1 равных
промежутков, координаты границ которых будут задавать x-координаты точек по-
верхности поршняDE. Для нахождения y-координаты точек поверхности поршня
DE необходимо вычислить их, используя уравнение (4.28).

Отсюда можно определить координатыm1 точек поверхности непроницае-
мого поршня DE в области ДВ в начальный момент времени

Mj =

{
xE + j

xp0ε − t0ε
2m1

, xE
√
β − j

xp0ε − t0ε

2
√
βm1

}
, j = 1,m1. (4.29)

Дискретизируем ось времени

t : ti = t0
n− 1

n
i, (4.30)

где n – число интервалов разбиения промежутка времени от t0 до 0, тогда для
моментов времени ti ⩾ t0ε формулы (4.12), (4.23) и (4.24) переписываются в сле-
дующем виде:

1. в области течения типа ЦВ, когда yi,j ⩾ yD,i и xpi,j = xi,j = xD,i

xpi,j =
(
xpi−1,j + ti−1/κ

)( ti
ti−1

)1/(κ+1)

− ti/κ, (4.31)
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2. в области течения типа ДВ, когда yi,j < yD,i и xi,j < xD,i

xi,j =
xi−1,j +

√
βyi−1,j + ti−1/κ
1 + β

(
ti
ti−1

) 1−κ
1+κ

−

−
1 +

√
βκ
(
yi−1,j/ti−1 −

√
βxi−1,j/ti−1

)
1 + β

ti
κ
, (4.32)

yi,j =

(
xi−1,j +

√
βyi−1,j + ti−1/κ

)√
β

1 + β

(
ti
ti−1

) 1−κ
1+κ

+

+
κ
(
yi−1,j/ti−1 −

√
βxi−1,j/ti−1

)
−

√
β

1 + β

ti
κ
, (4.33)

здесь xj (ti) = xi,j , yj (ti) = yi,j , индекс j задает очередную точку на поверхности
поршня CDE, индекс i принимает значения от 1 до n, а индекс j – от 1 до m.

Координаты точки D и определяются выражениями

xD,i =

(
xD,i−1 +

ti−1

κ

)(
ti
ti−1

) 1
κ+1

− ti
κ
, yD,i =

√
β

1 + κ
(κxD,i + ti) ,

xD,1 = xp (ε− 1) , yD,1 =

√
β

1 + κ
(κ xp + 1) (ε− 1) .

(4.34)

Координаты точек исходной поверхности поршняCDE, задаваемыеформу-
лами (4.29) и (4.27), используются для определения координат точек поверхности
непроницаемого поршня в последующие моменты времени t > t0ε по формулам
(4.31)–(4.33).

4.2.3 Результаты моделирования сжатия призматического объема
непроницаемым поршнем в согласованном случае

В настоящем разделе приводятся результаты моделирования сжатия ми-
шени, приведенной на рис. 4.1а, непроницаемым поршнем. Алгоритм расчета
поверхности непроницаемого поршня описан в п. 4.2.2, программная реализация
выполнена на языке MATLAB [89].

На рис. 4.2 приведены результаты расчета положения поршня CDE от
времени и функции c(t, x, y) в области сжатия ЦВ и ДВ для начальной конфигу-
рации непроницаемого поршня, перпендикулярного косой стенке в области ДВ
(см. рис. 4.1б).
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Рисунок 4.2 – Пространственно-временное распределение функции c(t, x, y) в
призматическом объеме при его сжатии непроницаемым поршнемCDE в момент

времени t1 = −0,9 (а), t2 = −0,5 (б) и t3 = −0,1 (в)

Из рис. 4.2 видно, что характеристика AD, разделяющая ЦВ и ДВ, движет-
ся вверх по одномерному течению, и поэтому газ, пересекая эту характеристику,
попадает из области ЦВ в область ДВ. Это добавляет точки в расчет по формулам
(4.32), (4.33), удаляя их из расчета по формуле (4.31). Расчеты показывают, что
точки поверхности непроницаемого поршня, которые в начальный момент вре-
мени находились в области сжатия ДВ, сохраняют свою исходную ориентацию
относительно косой стенки (лежат на прямой, перпендикулярной косой стенке,
см. рис. 4.2а,б) и двигаются по направлению к ней. Движение точек поверхности
поршня, которые в результате сжатия перешли из области течения ЦВ в область
ДВ, уже не определяется начальной при t0ε конфигурацией сжимающего поршня,
а определяется только газодинамическими параметрами течения ДВ. Видно, что с
течением времени эта, как бы новая, часть поверхности сжимающего непроница-
емого поршня начинает выгибаться в сторону косой стенки, фактически касаясь
ее в своей крайней точке. Начальная конфигурация сжимающего непроницаемо-
го поршня фактически пропадает. В области, где поршень касается косой стенки,
возникает область повышенного давления – локальная кумуляция газа (рис. 4.2в).
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Для оценки характера кумуляции газа в области сжатия ДВ выполнен расчет
масс газа для интервалов давления Ap, Bp и Cp, задаваемых неравенствами (4.2).
Для этого вводится величина δm(t), которая задается как отношение массы газа в
области ДВ, задаваемой неравенствамиAp,Bp иCp, к массе газа в области ДВ или
во всей области сжатия. То есть, например, для интервала давления Ap и области
ДВ будем иметь выражение

δm(t) =
1

mADE(t)

∫
VAp

ρdV.

Результат расчета δm(t) для областей Ap, Bp и Cp приведен на рис. 4.3 для
рассматриваемого исходного наклона сжимающего поршня DE к косой стенке.
На рис. 4.3в приведен график зависимости от времени мощности энерговложения
в мишень, определяемого по формуле (4.1).
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Рисунок 4.3 – Значение δm(t) для интервалов давлений Ap, Bp, Cp в области ДВ
(а) и в области ЦВ и ДВ (б). (в) Мощность энерговложения в мишень – Ar(t)

При приближении к моменту коллапса минимальная граница интервалов
давленияAp,Bp иCp сдвигается к точкеE из-за роста давления в области сильной
кумуляции и выгибания поверхности поршня DE к косой стенке. Область про-
странства, занимаемого газом из интервалов давления Ap, Bp и Cp, уменьшается.
При этом газ из области ЦВ перетекает в область ДВ, что обусловлено движением
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характеристики AD по основному (одномерному) течению. Как следствие, масса
газа в области ДВ растет, что приводит к снижению значения δm(t) с течением
времени в области ДВ (см. рис. 4.3а).

Масса сильно сжатого газа для всей области сжатия ЦВ и ДВ невелика и
составляет не более 10% от общей массы сжимаемого газа. На рис. 4.3б видно,
что с течением времени значение δm(t) растет, что связано с перетоком газа из
области ЦВ в область ДВ.

Функция Ar(t) зависимости мощности энерговложения в мишень от вре-
мени (см. рис. 4.3в) на промежутке времени от t0 до 0,1 t0 – линейная функция
времени, максимум которой не превосходит 10% от Amax

r . На интервале време-
ни от 0,1 t0 до 0 наблюдается резкое возрастание мощности энерговложения в
мишень (значение Ar(t) изменяется от 0,1Amax

r до Amax
r ). Из анализа характера

значений мощности энерговложения в мишень качественно сжатие можно разде-
лить на два этапа: медленное сжатие газа при t0 < t < 0,1 t0 и последующий
резкий удар при 0,1 t0 < t < 0.

4.2.4 Параметры локальной кумуляции в области двойной волны в
зависимости от начального положения непроницаемого поршня относительно

косой стенки

Начальная конфигурация поршня DE в момент времени t0ε может быть
произвольной. На рис. 4.4 приведены способы задания начального положения
непроницаемого поршня DE в области ДВ для определения степени кумуляции
газа при приближении к моменту коллапса:

1. поршеньDE в момент времени t0ε перпендикулярен косой стенке – кон-
фигурация (а);

2. поршень DE в момент времени t0ε является продолжением линии
CD – конфигурация (б);

3. поршень DE в момент времени t0ε наклонен под острым углом к косой
стенке – конфигурация (в).

Случай (а) был рассмотрен ранее. Рассмотрим начальную конфигурацию (б)
поршня CDE. Участок DE в момент времени t0ε является продолжением линии
CD (см. рис. 4.4б). Очевидно, что в этом случае координата по оси Ox порш-
ня в области ДВ совпадает с координатой поршня в области ЦВ и определяется
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Рисунок 4.4 – Способы задания исходного положения непроницаемого поршня в
области ДВ относительно косой стенки в момент времени t0ε: поршень DE пер-
пендикулярен косой стенке (а), является продолжением линии CD (б), наклонен

под острым углом к косой стенке (в)

формулой (4.12). Координата по оси Oy изменяется в диапазоне от xp
√
β до 1.

Отсюда m точек поверхности поршня CDE в момент времени t0ε задаются сле-
дующим образом

Mj =

{
xp0ε,

√
βxp0ε +

1−
√
βxp0ε

m
j

}
, j = 1,m.

Рассмотрим начальную конфигурацию (в) поршня CDE. Участок DE в
момент времени t0ε наклонен под острым углом к косой стенке (см. рис. 4.4в).
Уравнение прямой, описывающей поверхность поршня DE, наклоненного к ко-
сой стенке под острым углом, определяется из условия

up = u, (4.35)

где up – скорость движения поршня CD в области ЦВ, u – скорость горизонталь-
ного движения частиц газа в области ДВ (см. формулу (2.114)).



122

Построим уравнение прямой поршня DE. Вначале найдем up, для этого
подставим выражение (4.12) (xp-координату поршня CD) в выражение для ско-
рости газа в ЦВ

up =
xp/t− 1

κ + 1
=

1

κ + 1

(
x0
t0

+
1

κ

)(
t

t0

)− κ
κ+1

− 1

κ
. (4.36)

Далее подставим выражения (2.114) и (4.36) в (4.35), и найдем уравнение
прямой, задающей поверхность поршня DE(

1− κ
β

)
x

t
− κ√

β

y

t
=

1

κ + 1

(
x0
t0

+
1

κ

)(
t

t0

)− κ
κ+1

− 1

κ
+

1

β
,

После упрощения последнего выражения, получим требуемое уравнение
поршня DE(

1− κ
β

)
x− κ√

β
y =

1

κ + 1

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

−
(
1− κ

β

)
t

κ
, (4.37)

Дискретизируем поверхность поршня CDE. Найдем координаты точки E
из пересечения поршня DE, задаваемого уравнением (4.37), и косой стенки(
1− κ

β

)
xE − κ√

β
xE
√
β− t0ε

β
=

1

κ + 1
xp0ε−

t0ε
κ + 1

, xE =
1

1− κ
xp0ε−

κ
1− κ

t0ε.

Вычислим расстояние между точками D и E по оси Ox

∆x = xp0ε − xE = xp0ε −
1

1− κ
xp0ε −

κ
1− κ

t0ε =
κ

1− κ
(t0ε − xp0ε) . (4.38)

Из (4.38) можно построить xj-координату точек поверхности поршня DE

xj = xE +
∆x

m1
j =

κ
1− κ

(
xp0ε
κ

− t0ε +
t0ε − xp0ε
m1

j

)
. (4.39)

Значение yj найдем, подставив xj в уравнение (4.37)

yj =

(
1− κ

β

) √
β

κ
xj +

√
β

κ + 1
t0ε −

√
β

κ (κ + 1)
xp0ε. (4.40)

Отсюда дискретизированная поверхность поршня DE в области ДВ зада-
ется выражением

Mj = {xj, yj} , j = 1,m1,
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где xj и yj вычисляются по формулам (4.39) и (4.40) соответственно.
Для поршня CD в области ЦВ

Mj =

{
xp0ε,

κxp0ε + t0ε√
β (1− κ)

+

(
1− κxp0ε + t0ε√

β (1− κ)

)
j −m1

m2

}
, j = (m1 + 1),m.

На рис. 4.5 приведены результаты расчета функции p(t) вдоль поверхно-
сти непроницаемого поршня CDE в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5

и t3 = −0,1 для трех рассмотренных начальных конфигураций непроницаемого
поршня. На рис. 4.5 горизонтальные участки графиков соответствуют плоскому
поршню CD.
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Рисунок 4.5 – График функции p(t) в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5

и t3 = −0,1 вдоль поршня CDE в области ЦВ и ДВ для различного исходного
положения поршня CDE в момент времени t0ε: поршень DE перпендикулярен
косой стенке (а), является продолжением линии CD (б), наклонен под острым

углом к косой стенке (в)

Из графиков на рис. 4.5 видно, что при приближении к коллапсу давление
газа в области сильной кумуляции превосходит давление газа в области ЦВ бо-
лее чем на порядок. При этом от начального положения линии DE в области
ДВ зависит степень кумуляции давления газа при приближении к коллапсу. При
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смещении положения линии DE влево относительно перпендикуляра к косой
стенке давление газа в основании угла между косой стенкой и непроницаемым
поршнем увеличивается, несмотря на то, что в конце движения поршня исходная
конфигурация полностью утрачивается. При приближении к коллапсу значение
максимума давления вдоль поршня DE для случая начальной конфигурации
поршня, когда линия DE наклонена к косой стенке под острым углом, наиболь-
шее из трех рассматриваемых случаев (см. рис. 4.5в).

4.3 Математическое описание сильного сжатия проницаемым поршнем
специального призматического объема

4.3.1 Задача Коши для построения закона движения проницаемого поршня в
области центрированной и двойной волны

В п. 4.1 и работе [50, с. 184––187] рассматривалась постановка задачи о
плавном движении проницаемого поршня по фоновому течению при заданном
давлении на поршне (НКЗ (4.3)–(4.5), (4.7)). В этом случае не предполагается
выполнение на поршне условия непротекания. В качестве краевого условия для
такой ХЗК на поршне задается давление или значение скорости звука – уравне-
ние (4.7). Из единственного решения такой ХЗК стандартного вида однозначно
определяется закон движения проницаемого поршня и значения газодинамиче-
ских параметров на нем.

Вместо решения задачи (4.3)–(4.5), (4.7) воспользуемся интерпретацией по-
строенного решения задачи (4.3)–(4.5), описывающей разлет политропного газа в
вакуум на косой стенке при−t0 ⩽ t ⩽ 0. Тогда уравнение поверхности проницае-
мого поршня строится как решение уравнения (4.7), где c(t,x,y) – автомодельное
решение В.А. Сучкова для согласованного случая.

Найдем уравнение проницаемого поршняDE как решение уравнения (4.7).
Пусть в момент времени −t0 ⩽ t ⩽ 0 значение скорости звука на поверхности
поршня DE постоянно и равно c̄ = const, тогда

c̄ =
1

β

(
1 + κ

x

t
+ κ

√
β
y

t

)
. (4.41)

После преобразования (4.41) получим уравнение поверхности DE

y +
1√
β
x =

c̄√
β

t

κ
− t

κ
√
β
. (4.42)
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Константа c̄ определяется из значения функции c0(t,x) на характеристике
AD в точке D. Значение c0 на характеристике AD равно

c0 =
κ

κ + 1

x

t
+

1

κ + 1
,

x-координата точки D равна

xD =

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− t

κ
.

Подставим xD в формулу для c0(t,x) и в результате получим

c̄ = c0(t,xD) =
κ

κ + 1

(
x0
t0

+
1

κ

)(
t

t0

)− κ
κ+1

. (4.43)

Подставим значение константы c̄ в формулу (4.42) и окончательно полу-
чим выражение для поверхности проницаемого поршня DE в момент времени
t0 < t < 0:

y =

√
β

κ + 1

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− x√
β
− t

κ
√
β
. (4.44)

Из (4.43) видно, что значение скорости звука c̄ вдоль прямойDE не зависит
от x, y, то есть в каждый фиксированный момент времени оно постоянно и свое.
Таким образом, поверхность проницаемого поршня в области ДВ, задаваемая
выражением (4.44), является поверхностью постоянного давления. Построенное
решение задачи (4.3)–(4.5) в интерпретации сжатия описывает второй способ воз-
действия на мишень одинаковым со всех сторон давлением.

В момент времени t0 поршень DE проходит через точку с координатами
(x0, y0), найдем значение y0. Перепишем (4.44) в следующем виде

x+
√
βy +

t

κ
=

β

κ + 1

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

. (4.45)

Подставим в (4.45) значение t = t0

x0 +
√
βy0 +

t0
κ

=
β

κ + 1

(
x0 +

t0
κ

)
,

отсюда (4.45) можно переписать в виде

x+
√
βy =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− t

κ
. (4.46)
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Найдем закон движения поршня DE, заданного уравнением (4.46) в обла-
сти ДВ. Ранее был построен закон движения точек поверхности непроницаемого
поршня в области ДВ (см. формулы (4.23) и (4.24)) как решение СОДУ типа
(4.9). Было показано, что уравнения типа (4.21) и (4.22) являются интегралами
движения такой системы. Тогда, по аналогии со случаем закона движения непро-
ницаемого поршня, интегралами движения СОДУ, описывающей движение точек
поверхности проницаемого поршняDE, заданного уравнением (4.46), будут сле-
дующие выражения

y −
√
β x =

(
y0 −

√
β x0

)( t

t0

)
,

x+
√
βy =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− t

κ
.

(4.47)

Из выражений (4.47) можно в явном виде получить выражения для x (t) и
y (t). Для этого необходимо уравнение косой стенки умножить на −

√
β и приба-

вить к уравнению поршня DE, получим выражение для x (t)

x (t) =
x0 +

√
βy0 + t0/κ
1 + β

(
t

t0

) 1
1+κ

−
1 +

√
βκ
(
y0/t0 −

√
βx0/t0

)
1 + β

t

κ
. (4.48)

Далее выражение для x (t) подставим в выражение, описывающее закон
движения поверхности поршня DE, и получим выражение для y (t)

y (t) =

(
x0 +

√
βy0 + t0/κ

)√
β

1 + β

(
t

t0

) 1
1+κ

+
κ
(
y0/t0 −

√
βx0/t0

)
−

√
β

1 + β

t

κ
. (4.49)

Покажем, что поршеньDE перпендикулярен косой стенкеAE. Вектор, кол-
линеарный направлению косой стенки, имеет координаты v1 =

(
−
√
β, 1
)
, а

вектор, коллинеарный поршню DE, имеет координаты v2 =

(
− 1√

β
, 1

)
. Ска-

лярное произведение векторов v1 и v2 будет равно

(v1,v2) = −
√
β · 1√

β
+ 1 = 0,

отсюда следует, что DE ⊥ AE.
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4.3.2 Алгоритм построения поверхности проницаемого поршня,
сжимающего газ в области центрированной и двойной волны

Алгоритм построения поверхности проницаемого поршня постоянного дав-
ления в области ЦВ и ДВ с течением времени повторяет алгоритм построения
поверхности поршня для первого способа воздействия на мишень.

Дискретизируем поверхность поршня CDE в момент времени t0ε, при этом
участок DE – проницаемый поршень:

1. для поршня DE в области ДВС, когда j = 1,m1

Mj =

{
xj =

m1 (x
p
0ε + t0ε) + (xp0ε − t0ε) j

2m1
,

xp0ε + t0ε√
β (1− κ)

− xj√
β

}
; (4.50)

2. для поршня CD в области ЦВ, когда j = (m1 + 1),m

Mj =

{
xp0ε,

κxp0ε + t0ε√
β (1− κ)

+

(
1− κxp0ε + t0ε√

β (1− κ)

)
j −m1

m2

}
. (4.51)

С помощью формул (4.50) и (4.51) поверхность поршняCDE в момент вре-
мени t0ε задана набором изm = m1+m2 точек, гдеm1 – количество точек поршня
DE, m2 – количество точек поршня CD. Шкала времени дискретизирована по
формуле (4.30).

Координаты точек поверхности поршня CD в области течения сжатия ЦВ
во времени вычисляются по дискретизированной формуле (4.12), когда yi,j ⩾ yD,i

и xpi,j = xi,j = xD,i, а координаты поверхности поршня DE в области течения
сжатия ДВ во времени вычисляются по дискретизированным формулам (4.48),
(4.49), когда yi,j < yD,i и xi,j < xD,i. Расчет xD,i и yD,i выполняется по формулам
(4.34). Координаты (xi,j, yi,j)

xi,j =
xi−1,j +

√
βyi−1,j + ti−1/κ
1 + β

(
ti
ti−1

) 1
1+κ

−

−
1 +

√
βκ
(
yi−1,j/ti−1 −

√
βxi−1,j/ti−1

)
1 + β

ti
κ
, (4.52)

yi,j =

(
xi−1,j +

√
βyi−1,j + ti−1/κ

)√
β

1 + β

(
ti
ti−1

) 1
1+κ

+

+
κ
(
yi−1,j/ti−1 −

√
βxi−1,j/ti−1

)
−

√
β

1 + β

ti
κ
. (4.53)
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При переходе частиц газа из области течения ЦВ в область течения ДВ за
счет движения характеристики AD точки поверхности поршня CDE исключа-
ются из расчета по формуле (4.12) и добавляются в расчет по формулам (4.52)
и (4.53).

4.3.3 Результаты моделирования сжатия мишени проницаемым поршнем в
области двойной волны

В настоящем разделе приводятся результаты моделирования сжатия мише-
ни проницаемымпоршнем.Алгоритм расчета поверхности проницаемого поршня
описан в п. 4.3.2, программная реализация выполнена на языке MATLAB [89].

На рис. 4.6 приведены результаты расчета функции c(x,y,t) в области тече-
ния сжатия ЦВ и ДВ для поршня CDE (поршень DE в области течения сжатия
ДВ проницаем) в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5 и t3 = −0,1, точки
поверхности которого в области ДВ движутся по закону (4.52) и (4.53).
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Рисунок 4.6 – Распределение скорости звука c(x,y,t) в призматическом объеме
при его сжатии поршнем CDE (поршень DE – проницаем) в момент времени

t1 = −0,9 (а), t2 = −0,5 (б) и t3 = −0,1 (в)

Видно, что проницаемый поршень DE все время перпендикулярен косой
стенке. Газ из области ЦВ с течением времени перетекает в область ДВС, но при
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этом области локальной сильной кумуляции не наблюдается, потому что часть
газа покидает область сжатия через проницаемый поршень.

На рис. 4.7 приведены результаты расчета функции p(t) вдоль поверхности
поршня CDE в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5 и t3 = −0,1.
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Рисунок 4.7 – Распределение давления газа вдоль поршня CDE в области ЦВ и

ДВ в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5, t3 = −0,1

Видно, что давление газа на поршне в области ДВС совпадает с давлением
газа на поршне в ЦВ для любого момента времени t0 < t < 0.

На рис. 4.8 приведены интегральные характеристики сжатия (значения
δm(t) в интервалах давлений Ap, Bp, Cp для области течения ДВ, ЦВ и ДВ, значе-
ниеAr(t) – мощности энерговложения в мишень) течения типа ЦВ и ДВ поршнем
CDE, часть которого DE в области течения сжатия ДВС проницаемая.

На рис. 4.8а видно, что изменение с течением времени значения δm(t) носит
качественно иной характер, чем для предыдущего способа воздействия на ми-
шень. Так как давление на поршне CDE для областей ЦВ и ДВ совпадает, при
приближении к моменту коллапса минимальная граница интервалов давленияAp,
Bp иCp сдвигается к точкеE таким образом, что площади областей пространства,
занимаемого газом из интервалов давления Ap, Bp и Cp, по отношению к площа-
ди области ДВ остаются неизменными. Поэтому на рис. 4.8а значения δm(t) в
области ДВ для интервалов давлений Ap, Bp, Cp постоянны и свои.
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Рост значения δm(t) на рис. 4.8б связан с перетоком газа из области течения
ЦВ в область течения ДВ. Значение δm(t) на графике меньше по сравнению с
предыдущим способом воздействия на мишень (см. рис. 4.3в) и не превышает 7%
от общей массы сжимаемого газа, т.к. часть газа покидает область сжатия через
проницаемый поршень DE.
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Рисунок 4.8 – Значение δm(t) для интервалов давленийAp,Bp,Cp в области ДВ (а)

и области ЦВ и ДВ (б). (в) Мощность энерговложения в мишень – Ar(t)

Из сравнения графиков функцииAr(t), приведенных на рис. 4.3в и 4.8в, вид-
но, что качественно процессы сжатия для обоих способов воздействия на мишень
подобны друг другу и разделяются на два этапа: медленное сжатие и последую-
щий резкий удар. При этом для варианта воздействия на мишень проницаемым
поршнем с заданным давлением значение Amax

r меньше Amax
r для непроницаемо-

го поршня приблизительно в пять раз.
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4.4 Рекомендации по мишеням для управляемого термоядерного синтеза на
основании построенных решений соответствующих начально-краевых задач

На основании результатов моделирования БСС двумерной мишени, одна
из четырех стенок которой имеет наклон α к горизонтали, бо́льших парамет-
ров кумуляции газа можно достичь при воздействии на мишень непроницаемым
поршнем.

В таблице 1 для сравнения приведены параметры кумуляции газа для двух
вариантов воздействия на мишень в момент времени t = −0,1.

Таблица 1 – Параметры кумуляции газа для двух вариантов воздействия
на мишень при t = −0,1

Тип поршня p̄(t = −0,1)/p̄(0) Ar(t = −0,1)

Непроницаемый поршень 154,95 1190,13
Проницаемый поршень 8,98 620,30

В таблице 1 значение Ar(t = −0,1) – мощность энерговложения в мишень
(закон воздействия) в момент времени t = −0,1 рассчитывалась по формуле (4.1),
а значение p̄(t = −0,1)/p̄(0) – отношение среднего значения давления на поршне
DE в момент времени t = −0,1 к среднему значениюдавления на поршне в начале
сжатия (степень кумуляции).

Из таблицы 1 видно, что степень кумуляции газа при сжатии мишени непро-
ницаемым поршнем в 17,2 раз больше, чем при сжатии газа заданным давлением,
при этом мощность энерговложения для двух способов воздействия отличается
в 1,92 раза, таким образом, сильное безударное сжатие мишени непроницаемым
поршнем энергетически более выгодно приблизительно в 8,95 раз, т.е. почти на
порядок.

При безударном сжатии непроницаемым поршнем DT смеси (γ = 5/3),
находящейся внутри объема газа с косой стенкой, для зажигания термоядерных
реакций угол наклона косой стенки должен составлять α = arctg

√
2 ≈ 54,75o

(согласованный режим течения в области ДВ).
Отсюда, рекомендуемая конфигурация мишени (поперечное сечение), когда

реализуется режим БСС, должна иметь вид, приведенный на рис. 4.9. Для обес-
печения симметрии воздействия мишень для УТС должна состоять из четырех
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треугольных сегментов с двумя углами при основании π
2 − 54,75o = 35,25o (по-

казано на рис. 4.9 желтым цветом) и твердого сердечника (показано на рис. 4.9
серым цветом).
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O
x

y

1 1

1 1

2

2

2

2

1 – сжимаемый газ; 2 – твердый сердечник
Рисунок 4.9 – Рекомендуемая мишень для реализации БСС при УТС

На рис. 4.9 границы AB, BC, CD, AD – границы непроницаемого порш-
ня, направление внешнего воздействия на непроницаемый поршень, которое
осуществляется по закону Ar(t) (см. рис. 4.3в), показано красными стрелками.
Характер течения в области сжатия течения типа ЦВ, ДВ и покоя в каждом из
треугольных сегментов соответствует изображению на рис. 4.2.

4.5 Выводы по главе

В настоящей главе решение исходной НКЗ в согласованном случае приме-
нено к описанию сжатия призматического объема с косой стенкой (мишень для
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УТС). Сжатие мишени реализуется двумя способами: движение непроницаемого
поршня; воздействие заданным давлением. В обоих случаях описание течения
сжатия строилось на основе интерпретации: поршень, задаваемый уравнени-
ем φ(xp(t),yp(t)) = 0, движется по фоновому течению, задаваемому решением
Сучкова В.А., когда −t0 ⩽ t ⩽ 0. Закон движения поршня xp(t),yp(t) восстанав-
ливался из краевого условия соответствующей ХЗК стандартного вида.

Основные физические выводы следующие из моделирования:
1. При сжатии мишени непроницаемым поршнем происходит переток газа

из области течения ЦВ в область течения ДВ. Происходит выгибание
поверхности поршня DE в направлении косой стенки. В угле между
непроницаемым поршнем и косой стенкой наблюдается область повы-
шенного давления – локальная кумуляция газа, где сосредоточено около
10 % массы сжимаемого газа. Степень локальной кумуляции зависит от
начальной конфигурации поршня в области ДВ. Чем острее угол наклона
поршня к косой стенке, тем степень кумуляции выше;

2. При сжатии мишени проницаемым поршнем поверхность поршняDE в
области ДВ всегда перпендикулярна косой стенке, давление на нем все-
гда постоянно, не зависит от координат x, y и равно давлению на поршне
CD, сжимающего газ в области ЦВ. Нет областей с большой кумуляци-
ей, газ перетекающий из области ЦВ в область ДВ частично покидает
область сжатия через проницаемую стенку поршня.

3. Для обоих вариантов газодинамического воздействия на мишень постро-
ена зависимость мощности энерговложения от времени Ar(t). При этом
для варианта воздействия на мишень заданным давлением максимальное
значение Amax

r меньше чем для воздействия непроницаемым поршнем
приблизительно в пять раз. Показано, что сжатие мишени непроницае-
мым поршнем энергетически более выгодно приблизительно на порядок.

В заключении главы дана рекомендация по конфигурации мишени для УТС,
реализующей режим течения безударного сжатия, представляющей в поперечном
сечении квадрат, состоящий из четырех треугольных сегментов с топливом (DT
смесь) с углами у основания 35,25o, и твердым несжимаемым сердечником. Полу-
ченные результаты были опубликованы в ряде статей и докладов на конференциях
[83; 91; 92; 97; 109].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итоги выполненного исследования:
1. Поставлена НКЗ о разлете политропного газа в вакуум на косой стенке

при t > 0 в виде ХЗК стандартного вида для СУГД, решение которой
строится в виде степенного ряда по ϑ – известная функция автомодель-
ных переменных ξ = x/t, η = y/t.

2. Доказана теорема существования и единственности локально-
аналитического решения НКЗ для СУГД, решение которой описывает
истечения газа в вакуум с косой стенки при t > 0.

3. На основании доказанной теоремы предложен алгоритм нахождения
неизвестных коэффициентов cn(ξ), un(ξ), vn(ξ) разложения в степенной
ряд газодинамических параметров рассматриваемого двумерного тече-
ния как решения соответствующих дифференциальных уравнений для
коэффициентов cn(ξ) при n ⩾ 1, коэффициенты un(ξ), vn(ξ) находятся
как решение СЛАУ.

4. Построено в аналитическом виде локально-аналитическое решение ис-
ходной начально-краевой ХЗК стандартного вида для СУГД, описываю-
щей при t > 0 разлет политропного газа в вакуум на косой стенке в общем
несогласованном случае, когда нет алгебраической связи между показа-
телем политропы γ и углом наклона косой стенки. Определена область
сходимости построенного решения.

5. Построено множество алгебраических уравнений относительно пока-
зателя политропы γ, решение которых (значения γ) определяют вид
соответствующего транспортного уравнения для коэффициента c1(ξ), ко-
торый позволяет проинтегрировать его в явном виде для любых значений
0 < α < π/2. Построены решения транспортного уравнения для коэф-
фициента c1(ξ) в явном виде для значений γ = 5/3, γ = 2, γ = 5/2.

6. Выполнен газодинамический анализ решения задачи в согласованном
случае. Определены конфигурация течения ДВ (все границы области
ДВ – суть прямые линии), построено распределение значений газоди-
намических параметров внутри области ДВ как функции независимых
переменных ξ = x/t, η = y/t. Показано, что для решения В.А. Сучкова
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условие непротекания газа на косой стенке выполняется автоматически,
а свободная граница газа с вакуумом перпендикулярна косой стенке.

7. Для анализа течения типа ДВ в несогласованном случае предложено
квазисогласованное приближение, когда условие согласования не выпол-
няется, но коэффициенты cn(ξ), un(ξ), vn(ξ) рядов газодинамических
параметров при n ⩾ 2 равны нулю. Данное приближение было записано
для тех значений γ (γ = 5/3, 2, 5/2), для которых решение транспорт-
ного уравнения для коэффициента c1(ξ) было построено в явном виде.
Данный подход позволяет полностью исследовать характер течения в об-
ласти ДВ.

8. Конфигурация течения газа в области ДВ задается тремя кривыми: косой
стенкой AE, звуковой характеристикой AD, отделяющей область тече-
ния ДВ от плоского течения, и свободной границей газа с вакуумом –
DE. В несогласованном случае в зависимости от значения α звуковая
характеристика AD выгнута (tg2 α > β) или выпукла (tg2 α < β) в на-
правлении AE и в окрестности точки D стремится к положению AD в
согласованном случае. Граница газ-вакуум DE в несогласованном слу-
чае при tg2 α ̸= β в окрестности точки D также стремится к прямой
DE ⊥ AE в согласованном случае.

9. В интерпретации решения на сжатие в квазисогласованном приближении
для различных значений γ и α показано, что при tg2 α > β и tg2 α < β

решение транспортного уравнения для c1(ξ) содержится особенность,
что приводит в течении газа к градиентной катастрофе. Построена за-
висимость c∗0(α) для различных значений γ – критерий возникновения в
течении ДВ градиентной катастрофы. Согласованному режиму течения
отвечает ситуация, когда c∗0 → ∞ при α → αs.

10. Градиентная катастрофа вызвана «несогласованным» перетеканием газа
из области ДВ в область простой волны из-за большего значения скоро-
сти звука газа в области ДВ, чем в области ЦВ. В согласованном случае
на звуковой характеристике происходит непрерывная состыковка тече-
ний газа, т.к. c1(ξ) = κ√

β
= const, а в несогласованном случае имеет

место ступенька, т.к. в особенности c1 → ∞. В газовой динамике появ-
ление бесконечного градиента ведет к возникновению УВ и изменению
структуры течения. В частности, в одномерной задаче о распаде разрыва
возникает не только УВ, идущая по течению с меньшим давлением, но
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и слабые разрывы (включая контактные), идущие в другую сторону, чем
УВ. В настоящей работе течения с УВ не рассматриваются и нет строгого
построения структуры течения, но общая картина возникающего течения
понятна: УВ будет двигаться поперек ЦВ.

11. Увеличение количества граней мишени (правильный n-угольник в по-
перечном сечении) приводит к уменьшению значения угла α, и течение
БСС раньше переходит в УВ. Таким образом, когда поверхность мише-
ни стремится к цилиндру или сфере (n ≫ 1), режим течения сжатия не
зависит от внешнего воздействия и всегда представляет собой сходящу-
юся УВ. Установление факта, что ни для одной практически реализуемой
конфигурации мишени для УТС режим БСС невозможен, так как он
ограничен критическим значением c∗0 много меньшим необходимой ку-
муляции для «зажигания» термоядерных реакций, позволяет сделать
вывод, что для двумерной мишени рассматриваемого типа режим тече-
ния БСС возможен только в согласованном случае.

12. В работе частное решение рассматриваемой задачи (двойная волна Суч-
кова) применено к математическому описанию двух способов газо-
динамического воздействия на мишень, используемых в физических
экспериментах по УТС. В обоих случаях описание течения сжатия
строилось на основе интерпретации: поршень, задаваемый уравнением
φ(xp(t),yp(t)) = 0, движется по фоновому течению, задаваемому ре-
шением Сучкова В.А., когда −t0 ⩽ t ⩽ 0. Закон движения поршня
xp(t), yp(t) восстанавливался из краевого условия соответствующей ХЗК
стандартного вида.

13. При сжатии мишени непроницаемым поршнем происходит переток газа
из области течения ЦВ в область течения ДВ. Происходит выгибание
поверхности поршня DE в направлении косой стенки. В угле между
непроницаемым поршнем и косой стенкой наблюдается область повы-
шенного давления – локальная кумуляция газа, где сосредоточено около
10 % массы сжимаемого газа. Степень локальной кумуляции зависит от
начальной конфигурации поршня в области ДВ. Чем острее угол наклона
поршня к косой стенке, тем степень кумуляции выше.

14. При сжатии мишени проницаемым поршнем поверхность поршняDE в
области ДВ всегда перпендикулярна косой стенке, давление на нем все-
гда постоянно, не зависит от координат x, y и равно давлению на поршне
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CD, сжимающего газ в области ЦВ. Нет областей с большой кумуляци-
ей, газ перетекающий из области ЦВ в область ДВ, частично покидает
область сжатия через проницаемую стенку поршня.

15. Для обоих вариантов газодинамического воздействия на мишень постро-
ена зависимость мощности энерговложения от времени Ar(t). При этом
для варианта воздействия на мишень заданным давлением максимальное
значение Amax

r меньше, чем для воздействия непроницаемым поршнем
приблизительно в пять раз. Показано, что сжатие мишени непроницае-
мым поршнем энергетически более выгодно приблизительно на порядок.

Перспективы дальнейшей разработки темы
Дальнейшая разработка данной темы предполагает решение задачи об ис-

течении газа из трехмерного исходного объема при t > 0 и его сжатие при t < 0

в общем несогласованном случае.
В заключение автор выражает благодарность и большую признательность

научному руководителю Баутину С.П. за поддержку, помощь, обсуждение ре-
зультатов и научное руководство.
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

cn

un

vn

 n–коэффициенты разложения вектораU = (c,u,v)T в ряд по сте-

пеням ϑ
c скорость звука газа
u горизонтальная компонента скорости газа
v вертикальная компонента скорости газа

ξ

η

}
физические автомодельные переменные ξ = x/t, η = y/t

ϑ

ζ

}
специальные переменные ϑ = η − f(ξ), ζ = η − ξ tgα

f(ξ) функция, задающая звуковую характеристику AD
α угол наклона косой стенки
ρ плотность газа
S энтропия
γ показатель политропы газа, γ = 1 + R

cv
, отн. ед.

R универсальная газовая постоянная, R = 8,31 Дж/(моль · K)
cv молярная теплоемкость газа

при постоянном объеме, Дж/(моль · K)
БСС безударное сильное сжатие
ВАК Высшая аттестационная комиссия
ГУ граничные условия
ДВ двойная волна
ДУ дифференциальное уравнение

ЛТС лазерный термоядерный синтез
НКЗ начально-краевая задача
НУ начальные условия

РФЯЦ-ВНИИЭФ Российский федеральный ядерный центр «Всероссийский
научно-исследовательский институт экспериментальной фи-
зики»
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РФЯЦ-ВНИИТФ Российский федеральный ядерный центр «Всероссийский
научно-исследовательский институт технической физики им.
акад. Е.И. Забабахина»

СЛАУ система линейных алгебраических уравнений
СОДУ система обыкновенных дифференциальных уравнений
СУГД система уравнений газовой динамики

УВ ударная волна
УРС уравнение состояния
УТС управляемый термоядерный синтез
ХЗК характеристическая задача Коши
ЦВ центрированная волна

ЭВМ электронно-вычислительная машина
LLNL Lawrence Livermore National Laboratory, California, USA
NIF The National Ignition Facility
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